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◆♦t❛t✐♦♥s
Z,R ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ❀
{.} ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❝❝♦❧❛❞❡s ❀
{x|c} ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts x ré♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été c ❀
x = (i, j) ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✉ ♣✐①❡❧ x ❀
F, F (x) ❋♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ x✱ s❛♥s ♣ré❝✐s✐♦♥ F ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❀
x ∈ F, x 6∈ F ▲❡ ♣♦✐♥t x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ❧❡ ♣♦✐♥t x ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❀
φ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❀
Cx[F ] ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F ❝♦♥♥❡①❡s à x ❀
#F ❈❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ F ✱ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❀
F ⊆ G, G ⊇ F F ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s G✱ F ❝♦♥t✐❡♥t G ❀
F ∪G ❯♥✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à F ♦✉ à G ❀
F ∩G ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✱ é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à F ❡t à G ❀
c⇒ r, c; r ▲❛ ♣r♦♣r✐été c ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été r✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été c ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s
❧❛ ♣r♦♣r✐été r
f ♦✉ f(x) ❋♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ x✱ s❛♥s ♣ré❝✐s✐♦♥ f ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❀
Df ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❀
Cx ❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ♣✐①❡❧ x ❀
SDf ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❀
g✱ Dg ➱❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t g ❡t s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ Dg ❀
f c ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ f ❀
f r ❘é✢é❝❤✐ ❞❡ f ❀
fz ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ f ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r z ❀
T [f, t] ❙❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♣❛r t ❀
U [f ] ❖♠❜r❡ ❞❡ f ❀
H(f) ❋♦♥❝t✐♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ✿
H(x) =
{
0 si i < 0
1 si i ≥ 1 ;
D(f) ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ D(x) = 1 s✐ x = 0✱ D(x) = 0 s✐♥♦♥ ❀
T(F )✱ t(f) ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ T(F ) ♦✉ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t(f) ❀
Vol(f) ❱♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❀
|x| ❱❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ x ❀
||−→v || ◆♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r v ❀
−→v ∧ −→w Pr♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs −→v ❡t −→w ❀
a(n)n=0..N a(n)n=0..N = [a0 a1 .. aN ] ❀
a(n)n=N..0 a(n)n=N..0 = [aN aN−1 .. a0];
⋃
y∈G (F )y ❯♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s (F )y✱ ❛✈❡❝ y ∈ G ❀⋂
y∈G (F )y ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s (F )y✱ ❛✈❡❝ y ∈ G ❀
> ≥ < ≤ ❙✐❣♥❡s s✉♣ér✐❡✉r✱ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✱ ✐♥❢ér✐❡✉r ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ♣♦✉r
❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❀
≻  ≺  ❙✐❣♥❡s s✉♣ér✐❡✉r✱ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✱ ✐♥❢ér✐❡✉r ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ♣♦✉r
❧❡s ♦r❞r❡s ❛❞❛♣tés ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❀
∨(.) ▼❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❀
∧(.) ▼✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❀
O+∞✱ O−∞ ❈♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❀
||−−−→CxCy|| ❉✐st❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s Cx ❡t Cy ❀
∆E(Cx, Cy) ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆E ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r Cx ❡t Cy ❀
∆E94(Cx, Cy) ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆E94 ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r Cx ❡t Cy ❀
∆E2000(Cx, Cy) ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆E2000 ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r Cx ❡t Cy ❀
+
c
✱ −
c
❆❞❞✐t✐♦♥ ❡t s♦✉str❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❀
a = 5◦ ❆♥❣❧❡ a ❡①♣r♠✐♠é ❡♥ ❞❡❣rés ❀
d∧(a, a
′) ❉✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s a ❡t a′ ❀
ai
◦ aj ❙♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞✬❛♥❣❧❡ t❡❧ q✉❡ ai ◦ aj = K(ai−aj) ❛✈❡❝ K(θ) = θ+2kπ
❛✈❡❝ k ∈ Z ❡t K(θ) ∈ [0, 2π[ ❀
ε(f, g)✱ δ(f, g) ➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ f ♣❛r g ❀
γ(f, g) ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ f ♣❛r g✱ δ(ε(f, g)), g) ❀
ϕ(f, g) ❋❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ f ♣❛r g✱ ε(δ(f, g)), g) ❀
η(f, g) ❍✐t✲♦r✲♠✐ss ❞❡ f ♣❛r g ❀
∗b ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✯ ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❀
∗g ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✯ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❀
∗c ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✯ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ❀
∗m ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✯ ❡♥ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❀
◆♦t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❝❤♣✳ ✻✮ ✿
g′✱ g′′ ❊❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❡t s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❤✐t✲
♦r✲♠✐ss ❀
hg′ , hg′′ ❱❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s g′ ❡t g′′✱ s✐t✉é❡ à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ s♣❛t✐❛❧❡ o ✿ g′(o) = hg′ ✭♣♦✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
❝♦♥✈❡①❡s✮ ❀
b′(x), b′′(x) ❱❛❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ s✐t✉é❡s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉✲
r❛♥t ❀
∆0 P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t ❬✶✻❪
❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s
❆P❙ ❆r❡❛ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝tr✉♠ ❀
❇■P▼ ❇✉r❡❛✉ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s P♦✐❞s ❡t ▼❡s✉r❡s ❀
❈■❊ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬➱❝❧❛✐r❛❣❡ ❀
❉cum ❖r❞r❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❀
▼❛r❣ ❖r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❀
❊❙ ➱❧é♠❡♥t ❙tr✉❝t✉r❛♥t ❀
❊❙◆P ➱❧é♠❡♥t ❙tr✉❝t✉r❛♥t ◆♦♥✲P❧❛t ❀
❊❙P ➱❧é♠❡♥t ❙tr✉❝t✉r❛♥t P❧❛t ❀
❍▼❚ ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠ ✲ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❀
▼▼ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❀
▼❖▼P ▼✉❧t✐♣❧❡ ❖❜❥❡❝ts ▼❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ Pr♦❜✐♥❣ ❀
◆❱● ◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❀
P❙ P❛tt❡r♥ ❙♣❡❝tr✉♠ ❀
❙❖▼P ❙✐♥❣❧❡ ❖❜❥❡❝t ▼❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ Pr♦❜✐♥❣ ❀
❙P ❙♣❡❝tr❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❀

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ▲✬❖ré❛❧✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐❡ ❡t ❝♦s♠ét♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉✳ ❋❛❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♥❡
♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t ♣❛s ❞✬❛❜♦✉t✐r à ❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳
▲✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ❡①♣❡rts ❞♦♥t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ét❛❜❧✐ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞❡ ❧❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ♣❡r❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ à tr❛✈❡rs ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❖r✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ❡st ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡
❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ♣❛r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s✲
♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦s ♦✉t✐❧s
❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ à êtr❡ ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❡t ♣❛r r❡t♦♠❜é❡s ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡s
❡①♣❡rts✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛②❛♥t
❧♦♥❣✉❡♠❡♥t ❡①♣❧♦ré ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛❜♦✉t✐t à ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ s❡ ❤❡✉rt❡♥t à ❧❛ ré❛❧✐té ♣❡r✲
❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥t❡rr♦❣és s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s ❡t
✈❛❧✐❞❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs r❡ss♦rt✐ q✉❡ ❧❡s s❡✉❧s tr❛✐t❡♠❡♥ts ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❝❡✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s✱ ✈❛❧✐❞é❡s ♣❛r ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬➱❝❧❛✐r❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t r❡ss♦rt✐r ❧❡ ❧✐❡♥ étr♦✐t
❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s
❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦✐t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦✉ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s
❝♦✉❧❡✉r ♥✬❡st ♣❛s é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ✉♥✐q✉❡✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❡s♣❛❝❡s
❝♦✉❧❡✉r tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡
ét❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡♣r♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❧✐é❡s à ❧✬❛s♣❡❝t
♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♦✉ ❧✬❛s♣❡❝t é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s✱ ♥❡ s♦♥t ❛✉ ♠✐❡✉①
q✉✬é✈♦q✉és ♦✉ ♣✐r❡ ♦✉❜❧✐és ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣r♦♣♦sés✳ ❈❡s
q✉❡st✐♦♥s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝❡♥sé❡s êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦✉ ✐♥❞✉✐r❡ ❞❡s ❡①♣é✲
✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐✲
tés ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥❞✉✐t ❞ès ❧♦rs ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ♦✉ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s✳ ❈❡s ❧❛❝✉♥❡s ♦♥t ♦r✐❡♥té ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ✈❡rs ❧❡s ❛s♣❡❝ts
♠étr♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❛✐s✱ ✐♥❝❡r✲
t✐t✉❞❡s ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳
✶✳✷ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t
P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❝♦♥st❛ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢s ❧✐és ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① s❡❧♦♥ ❞❡✉① ❛①❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳
▲✬❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s à ❧❛
❝♦✉❧❡✉r✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬❡s♣❛❝❡s st❛♥❞❛r❞s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r t❡♥❞r❡ ❡♥s✉✐t❡ ✈❡rs
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣✉✐❡ ♥♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s✉r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té
❞✬✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♠❜❛rq✉❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r s❡❧♦♥ ❧❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉
s❡❧♦♥ ❧❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❞❡s é❝r✐t✉r❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡s ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲✬❛①❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞é❝r✐t ♥♦tr❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✈❛❧✐❞❡r ♦✉ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❛♣♣♦rts ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s
❞❡ ❝❤♦✐① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s
s✉❜❥❡❝t✐❢s ♦✉ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❧✐és ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ très ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ q✉✐ ♠❛sq✉❡♥t
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r ❞❛♥s ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
♠étr♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♦✉
❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ✭♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✮✱ ❞❛♥s
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
✶✳✷✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ✸
❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ❞❡
❝♦♥✜r♠❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉① ✭❡①tr❛❝t❡✉r ❞✬♦❜❥❡ts ❞✬✐♥térêt✱ ❛♥❛❧②s❡
❞❡ t❡①t✉r❡✮✳
▲❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬♦r✐❡♥t❡r s♦✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ♣❧✉s ♦r✐❡♥té❡ ❝♦✉❧❡✉r✱
s♦✐t ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ♣❧✉s ♦r✐❡♥té❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❡s ❝✐♥q
❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rr❡♥t❡ ❧♦rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été s♦✉✈❡♥t ♣♦sé❡✳ ▲❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❝♦♠♣♦rt❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
✭❝❤❛♣✐tr❡s ✷✱ ✸ ❡t ✹✮ ❞é❝r✐t ❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❝♦✉❧❡✉rs ❞✉ ♣r♦♣♦s ❛✈❡❝ ❧❡s
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡s ✺
❡t ✻✮ ❛❜♦r❞❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✿ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ♦❜❥❡❝t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦❧♦ré
s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ t❡①t✉ré ❝♦❧♦ré ♦✉ ❡st✐♠❡r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ t❡①t✉r❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❧❡❝t✉r❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣♦s❡r
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ r❡✈✉❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡①✐st❛♥ts ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r✐tés ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❡t ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣❧❛❝❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ❈❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ♦♥t ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❛tt❡♥❞✉❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣r♦♣♦sé❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♦✉❜❧✐é❡ ❡♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞✉ s♣❡❝tr❛❧ ♦✉✈r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡t ✐♥térêt✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ♣♦✉r ❧✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡
❝♦✉❧❡✉r ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✱ ♦✉ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡❝t ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r s♦♥ ❣❛❜❛r✐t
❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳
❯♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦r✐❡♥t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦♣♦s ✈❡rs ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✜♥✐❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ ▲✬❛♠❜✐t✐♦♥
ét❛✐t ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ à ✉♥ ♣r♦♣♦s q✉✐ s❡r❛✐t
♣❧✉s ❝❡♥tré s✉r ❧❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
♠♦♥tr❡ ❧❛ ❣é♥ér✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛♠♦rt✐
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ♣❧❡✐♥❡ ❜❛♥❞❡✱ q✉❡
❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ✭ér♦s✐♦♥✱ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮ ♦✉ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉
✭❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬♦❜❥❡t✱ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡✱ ❡t❝✮✳
▲❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✱ st❛❜✐❧✐té ❡t ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♦♥t ❥✉st✐✜é ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥♦s ❞é❝✐s✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ♦✉ ♣❡✉ été é✈♦q✉é❡✱ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛✉t❡✉rs s❡ ❧✐♠✐t❛♥t à ❧✬♦❜✲
t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s s✉❜❥❡❝t✐❢s ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❡t é✈❛❧✉❡r ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡
✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
s♣é❝✐✜q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧✐❞✐té ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐♥t❡rr♦❣❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞✉
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❞r❡ss❡r
❞❡s ❝r✐tèr❡s ♠étr♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❉❡✉① ❛s♣❡❝ts s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦rt❡ s✉r
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❝r✐tèr❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s r❛♠è♥❡♥t à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❛tt❡♥✲
❞✉❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐té✲
r❛t✐❢ ✈❡rs ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉♥✐q✉❡ ✿ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ❙♦✉s ✉♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t✱ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ ❝r✐tèr❡s tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
❛ttr✐❜✉ts ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❜❡✲
s♦✐♥s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s✳ ❉❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ② s♦♥t ❛❜♦r❞é❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛ été
♣❡✉ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣ré❢ér❛♥t ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t
ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❛q✉❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡①t✉r❡✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥✲
térêt ❡st ❧✐é ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣és
❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲
♣❧❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ P❧✉s✐❡✉rs s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✭s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡✮ s♦♥t ét✉❞✐és✳ P✉✐s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
rés✉❧t❛ts ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ♣r♦♣♦sé✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛
❡♥❣❡♥❞ré ❞✐✈❡rs❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼❖▼P ❞❡ ❈é❝✐❧❡ ❇❛r❛t✱
sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t
❝♦♠♠❡♥t ❧✬ét❡♥❞r❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❣❛❜❛r✐t s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❛♣t❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ♦❜❥❡t
❞é✜♥✐ ♣❛r s♦♥ ❝♦♥tr❛st❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣ér❛♥t ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐♠♣❧❡ à ♣❛r❛♠étr❡r à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❞✬♦❜❥❡ts✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣✉✐s ❞❛♥s
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢ ❝♦✉❧❡✉r ❡t s♣❡❝tr❛❧✳
❊♥ ❛❜♦r❞❛♥t ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛
♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈♦✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
s❡ s♦♥t ♦✉✈❡rt❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s t❡♥t♦♥s ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❛✉ ✜❧ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥s ♣❛s ré♣♦♥❞r❡ à t♦✉t❡s ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✱
♥é❛♥♠♦✐♥s ♥♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r s✉r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✳
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡

❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❙♦♠♠❛✐r❡
✷✳✶ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶✳✶ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✶✳✶✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✶✳✶✳✷ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✶✳✷ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ✿ s♣❡❝tr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦✉ st✐♠✉❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✶✳✷✳✶ ▲❛ ❧✉♠✐èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✷✳✶✳✷✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✶✳✷✳✸ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✷✳✷✳✶ ▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❡✉rs ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✷✳✶✳✶ ▲❡s ♦r❞r❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✷✳✶✳✷ ▲❡s ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✷✳✷✳✶✳✸ ▲❡s ♦r❞r❡s ré❞✉✐ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✷✳✷✳✶✳✹ ▲❡s ♦r❞r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✷✳✷✳✶✳✺ ▲❡s ♦r❞r❡s ❤②❜r✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✷✳✶✳✻ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✷✳✷ P♦✐♥ts ❢♦rts ❡t ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✸ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✸✳✶ ◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✸✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✸✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✷✳✸✳✶✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✸✳✷ ❯♥ é❧❡♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ♣♦✉r ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷✳✸✳✷✳✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✷✳✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❢♦♥❞é❡ ♣❛r ●✳ ▼❛t❤❡r♦♥ ❬✽✼❪ ❡t ❏✳ ❙❡rr❛ ❬✶✶✺✱
✶✶✼❪ à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✱ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉①✳ ❊❧❧❡ ❡st
❝♦♥str✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s
♦❜❥❡ts✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡✉r ❣é♦♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t
✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t
❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞é❝♦✉❧❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✜❧✲
tr❛❣❡✱ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡✳
▲❛ s♦❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❬✶✷✻✱ ✺✽❪ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ très ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ à ✾✵ ❬✽✶✱ ✺✻✱ ✽✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛♣rès ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ✐♥t❡♥s❡
❞✬❛❝t✐✈✐té ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❥✉sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t
❞❡✈❡♥✉❡s ♠♦✐♥s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❢❛❝❡ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❡❢✲
✜❝❛❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ❝♦♥❝❡✈♦✐r✳
❉❡♣✉✐s ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s
❝♦✉❧❡✉rs ♦✉ ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s s✉s❝✐t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥❣♦✉❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s
t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❬✷✻✱ ✺✹✱ ✹✱ ✹✹✱ ✶✶❪✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✳ ▲❡ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❬✷✺❪ ❡t ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♣♦ss✐❜❧❡s ❬✶✼❪ ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés q✉❛s✐✲✐♥✜♥✐✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐✲
❧✐té ♥✬ét❛♥t ♣❧✉s à ❢❛✐r❡✱ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❛❞❛♣té❡s ❛✉① ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥é❝éss❛✐r❡s à
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠❛✐s é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❡♥s✉✐t❡
♣rés❡♥té❡ s❡❧♦♥ s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❡t s❡❧♦♥ s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❢❛❝❡ ❛✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❡t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❛❞❛♣tés
❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r✳
✷✳✶ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡
❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ à ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❡t
ér♦s✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❜✐♥❛✐r❡ ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ♣✉✐s ❛✉ ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♠♠❡♥t❡r
❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t ❞❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡①♣♦s❡r
q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❥✉st✐✜❛♥t ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞é❞✐é❡✳
✷✳✶✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✾
✷✳✶✳✶ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡s
❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s♦♥t ♣♦rté❡s ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❡♥tr❡ ♦❜❥❡ts ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛ss♦❝✐é❡s
à ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣♦s❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝r✐t✉r❡s ❡t ♥♦t✐♦♥s✳
✷✳✶✳✶✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡
▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❢✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s
❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ♣♦r❡✉①✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st
❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞❡ ❞é✲
❝r✐r❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts
❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ♣♦s♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉①
✈❛❧❡✉rs✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ✬✶✬ ❡t ✬✵✬✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❜❧❛♥❝
❡t ❛✉ ♥♦✐r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✬✶✬
s♦♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣❡❧é ✓ ♦❜❥❡t ✔ ❡t ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✬✵✬ s♦♥t ❧❡s
♣✐①❡❧s ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞é✜♥✐t ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣✐①❡❧s x t❡❧s q✉❡ F = {x ∈ DF }✱ ❛✈❡❝ DF ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ✳
P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
Z
3 ❛♣♣❡❧é é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s G✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧ DG✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st r❡♣éré ♣❛r s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ✭q✉✬✐❧
♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ♦✉ ♥♦♥✮✳ ■❧ ♣❡✉t ♣♦ssé❞❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❡t t❛✐❧❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ♣rés❡♥t❡
q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❜✐♥❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❜✐♥❛✐r❡s✳
▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G ❡st tr❛♥s❧❛té ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❡t ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❡✛❡t
♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✉t✐❧✐sés ✿ ❧✬✉♥✐♦♥✴✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱
❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧❡ s②♠étr✐q✉❡✳
▲✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s F ❡t G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à F ♦✉
à G ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s F ❡t G ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à F ❡t à G ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮✳
F ∪G = {x|x ∈ DF ♦✉ x ∈ DG} ✭✷✳✶✮
F ∩G = {x|x ∈ DF ❡t x ∈ DG} ✭✷✳✷✮
▲❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r y ❡st ♥♦té❡ Fy ❡t s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Fy(x) = F (x− y) ✭✷✳✸✮
▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ♥♦té F c✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à F ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✮✳
F c(x) = {x|x /∈ DF } ✭✷✳✹✮
▲❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ♥♦té F r✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r
❞❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ 180◦ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮ ✿
F r(x) = F (−x) ✭✷✳✺✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❋ ❡t à ❞r♦✐t❡ s♦♥ s②♠étr✐q✉❡ F r✳
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ♦✉
❞✬❛♠♣❧✐✜❡r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s✉♣♣r✐✲
♠❡r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❡✛❡ts q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s s♦♥t ✈r❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ✶✳
▲✬ér♦s✐♦♥ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ F ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t à ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✱ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❧✉s
✜♥s q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳
▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡
t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ F ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
G ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ❧✬❡✛❡t ♦♣♣♦sé ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✱ r❡❧✐❡
✶✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ G ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G✳
✷✳✶✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✶✶
❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣r♦❝❤❡s ❡t ❝♦♠❜❧❡ ❧❡s tr♦✉s✳ ❈❡s ❡✛❡ts ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t✳
εb(F,G) =
⋂
y∈DG
F−y ✭✷✳✻✮
δb(F,G) =
⋃
y∈DG
F−y ✭✷✳✼✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ❡♥ ♥♦✐r✳ ▲✬ér♦s✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧✬÷✐❧ ❡t ❧❡s
❞❡♥ts ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐❝❛tr✐❝❡✱ ❞✉ ✜❧ ❞✉ ❝❛❝❤❡ ÷✐❧✱ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❤❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s
♦r❜✐t❡s ❞❡s ②❡✉①✳ ▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❛ ❝✐❝❛tr✐❝❡ ❡t ❧❡ ✜❧ ❞✉ ❝❛❝❤❡ ÷✐❧ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞❡♥ts ❡t ❞❡ ❧✬÷✐❧ t♦✉t ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❤❡ ❡t ❞❡s ♦r❜✐t❡s ❞❡s ②❡✉①✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré
✺×✺ ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬♦❜❥❡t s♦♥t ❡♥ ♥♦✐r
❈❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❛tt❛❝❤és à ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❆✳✷✳
✷✳✶✳✶✳✷ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣tés ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❡s é❝r✐t✉r❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s s♦✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✓ ♦♠❜r❡s ✔ ❬✶✷✻❪ s♦✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❣r❛♣❤❡s ✔ ❬✺✽❪✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❣r✐s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✭✈♦✐r
❆♥♥❡①❡ ❆✳✶✮✳ ▲✬ér♦s✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✽✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✮✱ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ f s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛①✐✲
♠✉♠✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t g✳
εn(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)− g(y)) ✭✷✳✽✮
δn(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y)) ✭✷✳✾✮
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s❡ ❢❛✐t ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ♦✉
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ♦ù ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts ❡t ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s❛♥s s♦✉str❛❝✲
t✐♦♥✴❛❞❞✐t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✵ ❡t ✷✳✶✶✮✳
εn(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)) ✭✷✳✶✵✮
δn(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)) ✭✷✳✶✶✮
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✉♣♣r✐♠❡♥t
❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s✉♣✲
♣r✐♠❡r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❧✐ss❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ♠♦♥tr❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉✲
r❛♥t ♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s s♦♠❜r❡s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
❆♣rès ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✈♦♥t t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
✉♥✐❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✈❛ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧❡ ♥♦✐r ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ✈❡rs ❧❡ ❜❧❛♥❝
♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✓ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✔ ❡t ❝❡s ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❣r✐s ✓ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✔✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s s♦♥t ♥♦té❡s O−∞ ❡t
O+∞ ❡t s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s r❡♣♦s❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ◆❱● ✐♥✐t✐❛❧❡ ✷ ✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ✭t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✿ ✸✷✶①✸✷✶ ♣✐①❡❧s✮✳
✷✳ ❙♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r✐s❛✳❢r✴s②♠❜✐♦s❡✴✐♥❞❡①✷✳♣❤♣❄♦♣t✐♦♥❂❝♦♠❴❞♦❝♠❛♥✫t❛s❦❂❞♦❝❴
✈✐❡✇✫❣✐❞❂✶✻✫■t❡♠✐❞❂✾✾✾✾✾✾✾✾
✷✳✶✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✶✸
❞✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡ts✳ ❯♥ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥
✈✐❞❡✱ ❛✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡s ❜♦r♥❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s
s❡r♦♥t ❡①tér✐❡✉r❡s à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬✐♥✜♠✉♠✴s✉♣r❡♠✉♠✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s♣é❝✐✜❡r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ✿ ≺ ❡t ≻ q✉✐ r❡♠✲
♣❧❛❝❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❁ ❡t ❃✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s
❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡✳ ❙✐ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ré✢❡❝t✐✈❡s ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❡st
✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡ ❀ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡s✳ ❙♦✐❡♥t A✱ B ❡t
C ∈ L✱ ✸ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❛❧♦rs ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
ré✢❡①✐✈✐té : A  A
tr❛♥s✐t✐✈✐té : A  B , B  C ⇒ A  C
❛♥t✐✲s②♠étr✐❡ : A  B , B  A ⇒ A = B
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♦r❞r❡ ≺ ❡st t♦t❛❧✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
s♦♥t ✈r❛✐❡s ✿
≺ ❡st t♦t❛❧ s✐ ✿ A  B ♦✉ B  A, ∀A,B ∈ L
❈❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ s♦♥t s✐♠♣❧❡s ❡t ❧❡✉r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦✉❧❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥
st❛♥❞❛r❞✳ ❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦✉❧❡✉r✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r
q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
✷✳✶✳✷ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ✿ s♣❡❝tr❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦✉ st✐♠✉❧✉s
▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡♥t♦✉r❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡t ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ❞❡✉① ✈♦✐❡s ❞✬ét✉❞❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ ✈♦✐❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡✱ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r à ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❧✉♠✐♥❡✉①✳
▲❛ ✈♦✐❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♣s②❝❤♦♠étr✐❡✱ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r s♦✉s ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❛✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳
▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r✐♠étr✐❡ ♦✉ ❞❡
❧❛ ♣s②❝❤♦♠étr✐❡ ♠❛✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❥✉st✐✜❛♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
❛❞❛♣té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❯♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉rr❛ êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡
❇♦♥t♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪✳
✷✳✶✳✷✳✶ ▲❛ ❧✉♠✐èr❡
▲❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ♦♥❞❡ ✭♦✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✮ é❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✉♥❡
q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ✉♥✐té ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r✳ ▲❡ ♣❤②s✐❝✐❡♥ ❜r✐t❛♥♥✐q✉❡ ■s❛❛❝ ◆❡✇t♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❛✉ ✶✼è♠❡ s✐è❝❧❡ q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡
❜❧❛♥❝❤❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ r❛②♦♥s ♠✉❧t✐❝♦❧♦r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r✐s♠❡✳ ▲❛ ré❢r❛❝t✐♦♥ à
tr❛✈❡rs ❧❡ ♣r✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ♦✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❈❡ s♣❡❝tr❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✈✐s✐❜❧❡ q✉✐ s❡ s✐t✉❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❡♥tr❡
✸✽✵♥♠ ❡t ✼✺✵♥♠ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❙♣❡❝tr❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❜❛♥❞❡
❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✸✽✵♥♠ ❡t ✼✺✵♥♠✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ❞❡ q✉❛tr❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❧✉♠✐♥❡✉①✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é❝r✐t❡
♣❛r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ré♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r r❡♣rés❡♥té❡✳
❈❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ ❡st ❞é❝♦rré❧é ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥
❤✉♠❛✐♥❡ ❡t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s✳
✷✳✶✳✷✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥
▲❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛
❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ s②tè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ♣❡rç♦✐t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ t❛♥t q✉❡ st✐♠✉❧✉s✳
✷✳✶✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✶✺
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ é♠✐s❡ ♦✉ ❞✐✛✉sé❡ ♣❛r ❧❛ s❝è♥❡ ♣é♥ètr❡ ♥♦tr❡ ÷✐❧ ♣❛r ❧❛ ♣✉♣✐❧❧❡✱
tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥ ♣✉✐s ❧❡ ❣❧♦❜❡ ♦❝❝✉❧❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ rét✐♥❡ ❡t ❡①❝✐t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
♥❡r✈❡✉s❡s q✉✐ ❧❛ t❛♣✐ss❡♥t✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ rét✐♥❡✱ ❧❡s ❜ât♦♥♥❡ts
❡t ❧❡s ❝ô♥❡s✳ ▲❡s ❜ât♦♥♥❡ts s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ♥✉✐t ♠❛✐s s♦♥t
✐♥❛❝t✐❢s ❡♥ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❥♦✉r t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝ô♥❡s ❝❛♣t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❝ô♥❡s✱ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ tr♦✐s t②♣❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ s❡♥s✐❜❧❡ à ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡
✭✜❣✉r❡ ✷✳✼✮✳ ▲❡s ❝ô♥❡s ❵❙✬ s♦♥t ♣❧✉tôt s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ♣❡t✐t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡ ✭❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s
❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✉ ❜❧❡✉✮✱ ❧❡s ❵▼✬ ♣❧✉tôt ❛✉① ♠♦②❡♥♥❡s ✭❣❛♠♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ✈❡rt✮ ❡t ❧❡s ❵▲✬ ❛✉①
❣r❛♥❞❡s ✭❣❛♠♠❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ r♦✉❣❡✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❙❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝ô♥❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡✳
❆✈❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ♥❡ s♦✐t ❛❝❤❡♠✐♥é❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ❝♦rt❡①✱ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
♣♦st✲rét✐♥❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr✐❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ s✐❣♥❛✉① ❛♥t❛❣♦✲
♥✐st❡s✳ ▲❡s s✐❣♥❛✉① tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❧❡s ♥❡r❢s ♦♣t✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❤r♦♠❛t✐q✉❡
✭♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❜❧❛♥❝✲♥♦✐r✱ ▲ ✰ ▼ ✰ ❙✮ ❡t ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s ✭▲✲▼ éq✉✐✈❛❧❡♥t à
✉♥❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ r♦✉❣❡✴✈❡rt ❡t ▲✰▼✲❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❥❛✉♥❡✴❜❧❡✉✮✳
➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝♦rt❡① ✈✐s✉❡❧ q✉✐ ❡st ❝❤❛r❣é
❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬÷✐❧ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬✉♥
✐♥❞✐✈✐❞✉ à ❧✬❛✉tr❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡rç✉❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦rt❡① ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s st✐♠✉❧✐✱ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♣❡rç✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳
▲❡s ✐❧❧✉s✐♦♥s ❞✬♦♣t✐q✉❡ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧
❤✉♠❛✐♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ❡♥ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿
❜❧❛♥❝✱ ♦r❛♥❣❡ ❡t ❜❧❡✉✳ ▲✬✐♠❛❣❡ s❡♠❜❧❡ ♣♦✉rt❛♥t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ tr♦✐s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❡s
❝❛rrés ♦r❛♥❣❡s ❡♥t♦✉rés ❞❡ ❜❧❡✉ s❡♠❜❧❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s ❝❛rrés ♦r❛♥❣❡s ❡♥t♦✉rés ❞❡ ❜❧❛♥❝✳
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦r❛♥❣❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❞❡ ❜❧❡✉ s❡♠❜❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ♦r❛♥❣❡ ❡♥t♦✉ré ❞❡
❜❧❛♥❝✳ ❈❡tt❡ ✐❧❧✉s✐♦♥ ❞✬♦♣t✐q✉❡ ❡st ❞✉❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧✳
✷✳✶✳✷✳✸ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❉ès ❧♦rs q✉❡ ◆❡✇t♦♥ ✜t ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r s✬❡st r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❊♥ ✶✽✵✼✱ ❨♦✉♥❣ ♠❡t ❛✉ ♣♦✐♥t ❧❡s
♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧❛ tr✐❝❤r♦♠✐❡✳ ■❧ ❞é❝♦✉✈r❡ q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t tr♦✐s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❛♥❝❤❡ ❡t ❞é✜♥✐t ❧❡s tr♦✐s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ♣r✐♠❛✐r❡s ✭❜❧❡✉❡✱
✈❡rt❡ ❡t r♦✉❣❡✮✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ r❡❥♦✐♥t ❧❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬♦❡✐❧ q✉✐ ❝❛♣t❡ tr♦✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r✐♠❛✐r❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ❝♦✉❧❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s ✭r♦✉❣❡✱
✈❡rt✱ ❜❧❡✉✮ ♦✉ ♣❧✉s ♣♦✉r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♠♠♦❞❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❞✬✉♥ é❝r❛♥✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs ❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ❬✾✾✱ ✸✸❪✳ ▲❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✐é❡ à ❞❡s ❝♦ûts ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ré❞✉✐ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦✉✛r❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❝♦✉❧❡✉r✱ ❛✉ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❛✉ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ♣r✐♠❛✐r❡s✱ ❧❡s ❛①❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧és✳
❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❳❨❩ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳
■❧ ❛ été ❝réé ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐✲
t✐✈❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣❧❛♥s✳ ❈❡ s②stè♠❡✱ q✉✐ ❛ ❡♥❣❡♥❞ré ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ♣r❛t✐q✉❡s✱
s♦✉✛r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❤ér✐té❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❘●❇ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡✱
❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ♠❛❧ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❡
❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❬✼✽❪✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ▲▼❙ ❬✸✼❪ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡♣r♦✲
❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛✉① é❧❡❝tr✐q✉❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ❝ô♥❡s ❞❡ ❧❛ rét✐♥❡✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❝❤r♦♠✐❡ ♥❡ ❢✉t ♣❛s ❧❛ s❡✉❧❡ à ✈♦✐r ❧❡ ❥♦✉r✳ ●♦❡t❤❡ ❞❛♥s s♦♥ ✓ ❚r❛✐té
❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✔ t❡r♠✐♥é ❡♥ ✶✽✷✸✱ s✉✐✈✐ ❞❡ ❍❡r✐♥❣ ❡♥ ✶✽✼✽✱ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣♦✉✲
✈❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞✉ r♦✉❣❡ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞✉ ✈❡rt ❡t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞✉ ❥❛✉♥❡ ♥❡ ♣❡✉t
❝♦♥t❡♥✐r ❞✉ ❜❧❡✉✳ ❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t q✉✬✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t q✉❛tr❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣r✐♠❛✐r❡s
❛♥t❛❣♦♥✐st❡s✳ ■❧s ❛ss♦❝✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦♣♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♥♦✐r✴❜❧❛♥❝ ❡t ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ♦♣♣♦s✐t✐♦♥s r♦✉❣❡✴✈❡rt ❡t
✷✳✶✳ ❈❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✶✼
❜❧❡✉✴❥❛✉♥❡✳ ❏✉sq✉✬❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ✷✵è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ét❛✐t ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
tr✐❝❤r♦♠✐❡✳ P✉✐s✱ ❞❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐st❡s ❝♦♠♠❡ ❍✉❜❡❧ ❡t ❲✐❡s❡❧ ♦♥t ♠✐s ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡s ❞❡✉①
t❤é♦r✐❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦❡✐❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ s✉r ❧❡s ♥❡r❢s
♦♣t✐q✉❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❛♥t❛❣♦♥✐st❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ❜❛sés s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✬✐♥t❡♥s✐té✲❝❤r♦♠❛t✐❝✐té✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞✐ts ✧❧✉♠✐♥❛♥❝❡✲❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡✧ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛✣❝❤❛❣❡
s✉r ❧❡s té❧é✈✐s❡✉rs ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❚♦✉s ❝❡s s②stè♠❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧❛♥ ✐♥t❡♥s✐té ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❛✉① té❧é✈✐s❡✉rs ✧♥♦✐r ❡t ❜❧❛♥❝✧✱ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣❧❛♥s
❞❡ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❈❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣tés ❛✉① tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t à ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬✐♠❛❣❡s ♣✉✐sq✉❡✱ ✐ss✉s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r✐♠❛✐r❡s✱ ✐❧s s♦✉✛r❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦r✲
ré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧❛♥s✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ❞✬❛①❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♦♥t été ❝réés✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
♦✉ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦✉s✲❡♥t❡♥❞❡♥t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✈❛❧✐❞❡s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❝✐té ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❖❤t❛ ♥♦♠♠é ✭■1✱■2✱■3✮ ❬✾✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❧✐é ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ q✉✐ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♦✉
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✐♠❛❣❡s ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ❝❡s ✐♠❛❣❡s
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞ès ❧♦rs ❞❡s ❛rt❡❢❛❝ts✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r s❡ r❛♣✲
♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡✉①
❝❧❛ss❡s ❞✬❡s♣❛❝❡s✱ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❝♦❞❛♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts t❡✐♥t❡✱ s❛t✉r❛✲
t✐♦♥✱ ✐♥t❡♥s✐té ❡t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❈■❊▲❆❇ ♦✉ ❈■❊▲❯❱✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❚❡✐♥t❡✲▲✉♠✐♥❛♥❝❡✲❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✭❍❙❱✱ ❍❙▲ ✳✳✳✮ ♦♥t été ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r s❡ r❛♣✲
♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧✬❡s♣r✐t ❤✉♠❛✐♥ ♣❡rç♦✐t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ t❡✐♥t❡
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✭r♦✉❣❡✱ ✈❡rt✱ ♦r❛♥❣❡ ✳✳✳✮ ❝♦❞é❡ ❡♥ ❞❡❣rés s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝❤r♦♠❛✲
t✐q✉❡ ✭r♦✉❣❡ ❂ ✵◦✮✱ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣✉r❡té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ✭❝♦❞é❡
❣é♥r❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✮ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✐t❡ ▲✉♠✐♥❛♥❝❡ ♦✉ ❱❛❧✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❧✉♠✐♥❡✉s❡✳
▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❈■❊▲❆❇ ❡t ❈■❊▲❯❱ ♦♥t q✉❛♥t à ❡✉① été s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐és ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s
❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s s♦✐❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s
♣❡rç✉❡s ♣❛r ❧✬÷✐❧ ❤✉♠❛✐♥✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡
❛♥t❛❣♦♥✐st❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ∆E✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞ér✐✈és à ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♠❡ ∆E94 ♦✉ ∆E2000 ❬✷✾❪✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r s♦♥t s②♥t❤ét✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✾✮
❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❱❛♥❞❡♥❜r♦✉❝❦❡ ❬✶✸✷❪✳
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❋❛♠✐❧❧❡s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r✱ ❱❛♥❞❡♥❜r♦✉❝❦❡ ❬✶✸✷❪✳
✷✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✶✾
❆✉ ✜♥❛❧✱ ♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❡✉ ❞✬❡s♣❛❝❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ✈❛❧✐❞é❡s✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r✐♠❛✐r❡s ♦♥t
été ✈❛❧✐❞és ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❡♥ ✸ ✈❛❧❡✉rs✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ✭s♣❡❝tr✉♠ ❧♦❝✉s✮ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣r♦❞✉✐t❡s
♣❛r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✭tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ▼❛①✇❡❧❧✮ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡①✐st❛♥t❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❚❡✐♥t❡✲❙❛t✉r❛t✐♦♥✲▲✉♠✐♥❛♥❝❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧✬❡s♣r✐t ❤✉♠❛✐♥ ❧✬✐♥t❡r♣rèt❡ ♠❛✐s
s❛♥s ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❛❝t✐♦♥ ♦✉ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❡s♣❛❝❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s
❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ s❛♥s rés❡r✈❡ ❞❡ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦✉r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t
❛♥❛❧②s❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s à ✈✐sé❡ ♠étr♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❊t ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❈■❊▲❆❇ ❡t ❈■❊▲❯❱ ♥❡
♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té ✭♣r✐s❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✮✱ ✐❧s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s à ♣♦ssé❞❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❬✷✷❪✳ P♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♣❡r❝❡♣t✉❡❧s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ▼♦❞è❧❡s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❬✹✵❪
✷✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡tr❛♥s❝r✐t❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠❛♥✐èr❡s✳ ❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❛❝q✉✐s❡ ♦✉ ❛✣❝❤é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ tr✐❝❤r♦♠✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❞✬❛♣♣❛r❡✐❧s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛✉① ✈♦✐❡♥t ❧❡ ❥♦✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦❧♦✲
r✐♠étr✐q✉❡ q✉❛s✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛❝q✉ér✐r ❞❡ ✶✵✵ à ✸✵✵ ❜❛♥❞❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r
❞❡ ✸ à ✸✵✵ ✈❛❧❡✉rs✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳
▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
♥♦♥✲♣❧❛ts s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✭éq✉❛✲
t✐♦♥s ✷✳✶✷ ❡t ✷✳✶✸✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✱
✐❧ ♥✬❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♦✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳
δc(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)} ✭✷✳✶✷✮
εc(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)} ✭✷✳✶✸✮
❉ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ✈❛r✐é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡
❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s
❛❞❛♣té❡s à ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♦✉ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❁ ❡t ❃ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧✳
✷✳✷✳✶ ▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❡✉rs ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦✉ s❡r✈❛♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
■❧ ❡st ❝❧❛ssé ♣❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬✶✼❪ ❡t t②♣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✸ ✉t✐❧✐sé ❡t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳
✸✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❇❛r♥❡tt ❬✶✼❪ à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
♦r❞r❡s ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭t♦t❛❧✱ ♣❛rt✐❡❧✱ ♣ré✲♦r❞r❡✮✳
✷✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✶
❙✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✬❡st ♣♦rté❡ s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡s ré❞✉✐ts✱ ❡❧❧❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛tt❛❝❤é❡s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡st❡♥t ♣❡✉ ✉t✐❧✐✲
sé❡s✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s à ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ r❡♣♦s❡♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
t②♣❡ ❚❡✐♥t❡✲▲✉♠✐♥❛♥❝❡✲❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉✐ts q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r✳ ❈❡
❢❛✐s❛♥t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ✐♥térêt ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❤②❜r✐❞❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ré❡❧
❛tt❛❝❤❡♠❡♥t à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✭♦r❞r❡
t♦t❛❧✮✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡✉rs ✐♥térêts ❢❛❝❡ à ❧❛
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ♦r✐❡♥t❡r♦♥s ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦té❡s ❁✱ ❃✱ ≤ ❡t ≥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ≻✱
≺✱  ❡t ✳ ❈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts s❝❛❧❛✐r❡s ❡t ♥❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s v ❡t v′ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs à ♦r❞♦♥♥❡r✳
✷✳✷✳✶✳✶ ▲❡s ♦r❞r❡s ♠❛r❣✐♥❛✉①
▲❡s ♦r❞r❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① s❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t sé♣❛ré♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡❝✲
t♦r✐❡❧❧❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✹✮✳ ❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡①✐st❛♥ts s❛♥s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
∀ v = [v1, ..., vp], v′ = [v′1, ..., v′p] ∈ Rp, ∨(v, v′) = [∨(v1, v′1), ...,∨(vp, v′p)] = v′′
❛✈❡❝ v′′ ∈ {v, v′} ♦✉ v′′ /∈ {v, v′} ✭✷✳✶✹✮
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t sé♣❛ré ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✈❡❝✲
t❡✉rs ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ✐♥✐t✐❛✉① ❬✼✶❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶
✐❧❧✉str❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✷❉ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✶❛✮✱ ❧❡s ❡①tr❡♠❛ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❡❝t❡✉r vi✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✶❜✮✱ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ❥❛✉♥❡ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❆❧✲❖t✉♠ ❬✸❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét♦❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
♣r♦♣♦sé ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉
♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❧❡✉rs ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r à ❧❛ ♠ê♠❡
❞✐st❛♥❝❡ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦r❞r❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡r❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲❡s ❡s♣❛❝❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rré❧és ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s
❛❞❛♣tés✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ♠♦✐♥s ❝♦rré❧és ❞❡ t②♣❡ ▲✉♠✐♥❛♥❝❡✲❈❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦✉
❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❆❈P✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦s✐♥✉s ❞✐s❝r❡t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ❑❛r❤✉♥❡♥✲▲♦❡✈❡ ❬✶✸✹✱ ✹✽❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛tté♥✉❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
✭❛✮ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✴♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ✷❉✳ ✭❜✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❆♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
❡♥ ✷❉ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦✉❧❡✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞✐❧❛té❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ✸①✸✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝♦ût ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t é❧❡✈é ❝❡ q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❬✶✸❪✱ ♣❡✉t ♣♦s❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
✷✳✷✳✶✳✷ ▲❡s ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s
▲❡s ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢♦♥❞és s✉r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥é
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✳ ▼❛✐s ❛✉❝✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♥✬❡①✐st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬♦r❞r❡
♣❛rt✐❡❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✷❉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦♥✈❡①❡s✳
❈♦r❞❡✐r♦ ❬✸✹❪ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❤✐ér❛r✲
❝❤✐q✉❡✳ ▲❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
v s♦♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r v′ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✺✮
∀ v, v′ ∈ Rp, v  v′ ⇔ ∀i = 1..p, vi ≤ v′i ✭✷✳✶✺✮
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♦r❞r❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ▲❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✈❛❧✐❞❡s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✳
✷✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✸
✷✳✷✳✶✳✸ ▲❡s ♦r❞r❡s ré❞✉✐ts
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ tr❛♥s♣♦s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ r❡♥❞❛♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✳ ▲❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ s✬❡✛❡❝✲
t✉❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✻✮ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❞✉ ✈❡❝t❡✉r✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♠❛r❣✐♥❛✉①✱ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ré❞✉✐ts
♣r❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣s❡✉❞♦✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✹ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
∀ v, v′ ∈ Rp, v  v′ ⇔ t(v) ≤ t(v′)
❛✈❡❝ t : Rp → R ✭✷✳✶✻✮
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s
❝♦✉❧❡✉r✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❀ ❞❡s s♦♠♠❡s ♣♦♥❞éré❡s✱ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡t❝✳
◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❙♦♠♠❡s ♣♦♥❞éré❡s
♣♦✉❡t▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✼✮✳
∀v ∈ Rp, t(v) =
∑
i=1..p
αivi ✭✷✳✶✼✮
❈♦♠❡r ❬✸✶❪ ❡①♣❧✐q✉❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♠♠❡♥t ❣ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s αi ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡r♠❡t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✳
❉✐st❛♥❝❡
♣♦✉❡tP❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
♦r❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❀ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
❛♣♣❡❧é❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✳
❉✐st❛♥❝❡ à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✽✮✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❬✸✶✱ ✶✶✹✱ ✺❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
∀v ∈ Rp, t(v) = ||−−−→v vref || ✭✷✳✶✽✮
✹✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡♥ ❡♥t✐❡rs ♠❛✐s s♦✉✈❡♥t ❡♥ ré❡❧s✳
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❉✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ✿
P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
s♦♠♠❡r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦✉r❛♥t ❡t t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à ♦r❞♦♥♥❡r
✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✾✮ ❬✶✵✹❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❡t ❡st
s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ❬✶✸✹✱ ✸✶✱ ✼✶❪✳
∀v ∈ Rp, t(vy) =
∑
x∈Df∩S
−−−−−→||vy vx|| ✭✷✳✶✾✮
❛✈❡❝ Df ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t S ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣✐①❡❧ y✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ✜❧tr❡s ♠é❞✐❛♥s ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t
♣❛s à ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❙❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♦r❞r❡
t♦t❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥✜♠✉♠ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
✈❛❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❛②❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛✉①
❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t s✐t✉é ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s✉♣r❡♠✉♠ ❡st ❡♥ ♣❧✉s très ✐♥st❛❜❧❡ ✿ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ✉♥ ❞❡s
♣♦✐♥ts ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✉♣r❡♠✉♠ ❬✷✷❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t très ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❢ér❡♥❝❡✳
❆✉tr❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣♦✉❡t❊♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❜✐ts ✿
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞✬✓ ❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❜✐ts ✔ ♦✉ ✓ ❜✐t ♠✐①✐♥❣ ✔ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ❢✉t ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r
❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❬✷✻❪ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❡♥ ❡♥tr❡❧❛ç❛♥t ❧❡s ❜✐ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v ❞❛♥s Rp ❝♦♠♣♦sé
❞❡ n ❜✐ts ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t(v) =
n∑
j=1
{2p−(n−j)
p∑
i=1
2p−ivi,j} ✭✷✳✷✵✮
✷✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✺
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st s✐♠♣❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t
♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❛ ❞✐ss②♠étr✐❡ ✐♥✲
❞✉✐t❡ ♣❛r ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣✐q✉❡s ❬✷✻❪
♠❛✐s r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣rés❡♥t❡✳
Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✿
❲❤❡❡❧❡r ❬✶✸✽❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬✶✸✺❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❱❡rt❛♥ ❬✶✸✺❪✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ♣r♦❥❡t❡r
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ✷❉✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♣r♦❥❡tt❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛①❡s s✉r ❧❡ ♣❧❛♥
❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❡♥ sé♣❛r❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛①❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ ■❧
❝ré❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ r❡❧✐❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r✳ ▲✬♦r❞r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
❝♦♠♣❛r❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❡t❝✳ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❝réé❡s
✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✶✮✳
t(v) =
S
P 2
✭✷✳✷✶✮
❛✈❡❝ ❙✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❡t P✱ ❧❡ ♣ér✐♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❈❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥ ❝♦ût ✿
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦✐s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs✳ ❋❧♦r❡③ ❬✹✹❪ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦✐r ❡t
❧❡ ❜❧❛♥❝ ❡t ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s✳ ▲❡③♦r❛② ❬✼✺❪ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
❖r❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✿
▲❡❞❞❛ ❬✼✸❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ♦r✲
❞♦♥♥❡r✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐s ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✿
▲✐ ❬✼✻❪ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡
Pr✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭❆❈P✮ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❞é❝♦rrè❧❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❡st s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ré❞✉✐ts
♣♦✉❡t▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
❝❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✈❡❝ ♣ré❝❛✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
✷✳✷✳✶✳✹ ▲❡s ♦r❞r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s
▲❡s ♦r❞r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✳ ■❧s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♦r❞♦♥♥❡r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✳ ▲❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
v ≻ v′ ⇔ v1 > v′1
♦✉
v1 = v
′
1 ❡t v2 > v
′
2 ✭✷✳✷✷✮
♦✉
...
♦✉
v1 = v
′
1 ❡t v2 = v
′
2 ❡t ...❡t vp > v
′
p
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❜✐t ♠✐①✐♥❣✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❢❛✈♦r✐sé❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛✛❡❝t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳
P♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❡✲α ❬✾✻❪✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛♣♣❡❧és αk s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡✉r ♠❛r❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✸✮✳ ❆✐♥s✐
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ❞✐♠✐♥✉é❡✳
v ≻ v′ ⇔ v1
α1
>
v′1
α1
♦✉
v1
α1
=
v′1
α1
❡t
v2
α2
>
v′2
α2
✭✷✳✷✸✮
♦✉
...
♦✉
v1
α1
=
v′1
α1
❡t
v2
α2
=
v′2
α2
❡t ...❡t
vp
αp
>
v′p
αp
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛ss♦✉♣❧✐ss❡♠❡♥t ❛♥♥✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦✲
t❛❧ ❬✽❪✳ ❆✈❡❝ ✉♥ t❡❧ ♦r❞r❡✱ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t t♦♠❜❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡t ❛✈♦✐r ❧❡s ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
✷✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✼
✷✳✷✳✶✳✺ ▲❡s ♦r❞r❡s ❤②❜r✐❞❡s
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❧✐é❡s
❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❝♦✉❧❡✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ t②♣❡ ❡st ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❛✉q✉❡❧ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♦r❞r❡
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞♦✉❜❧♦♥s ❞❡s ❡①tr❡♠❛ ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✹✮✳
∀ v, v′ ∈ Rp, v ≻ v′ ⇔ t(v) ≤ t(v′)
v1
α1
>
v′1
α1
♦✉
v1
α1
=
v′1
α1
❡t
v2
α2
>
v′2
α2
✭✷✳✷✹✮
♦✉
...
♦✉
v1
α1
=
v′1
α1
❡t
v2
α2
=
v′2
α2
❡t ...❡t
vp
αp
>
v′p
αp
❛✈❡❝ t : Rp → R
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr♦✉✈❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❡t ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦♥❞éré❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❬✼❪✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s q✉❛t❡r✲
♥✐♦♥s ❬✻❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❬✶✶✹✱ ✺❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❡♥
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡♠❡✉r❡♥t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
❡♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
✷✳✷✳✶✳✻ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦✉❧❡✉r
❚♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥t ❧❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳
▼❛✐s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞é❢❛✉ts✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✱ q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s t❡❧ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❡ t♦✉r♥❡r ✈❡rs ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ❛①❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ s♦♥t ♠♦✐♥s ❝♦rré❧és✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✲❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ t②♣❡ ❖t❤❛✳
▲❡s ♦r❞r❡s ré❞✉✐ts s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡t t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❜♦✉t✐r ✉♥
à ♦r❞r❡ ré❞✉✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t s❡✉❧s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❞❡ t②♣❡ ❈■❊▲❆❇ ❡t ❈■❊▲❯❱ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
■❧s s♦♥t ❞♦♥❝ à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♦r❞r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❜✐ts✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞é❝♦rré❧és ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s ❞✬❛tté♥✉❡r ❧✬❡✛❡t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❛
♣r✐♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❘●❇✱ ❧❛ ♣r✐♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❛❝❝❡♥t✉é❡ ♣❛r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ✸
✈❛❧❡✉rs✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹ ♠♦♥tr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r
❘●❇✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❙✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ❘→●→❇
❡st ✉t✐❧✐sé✱ ❧❡ r♦✉❣❡ ❡st ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ s✉r ❧❡ ✈❡rt ❡t ❧❡ ❜❧❡✉✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés✱ ❡st ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ♣✉✐sq✉❡ ❡❧❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s tr♦✐s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘→●→❇ ✭❝✮ ●→❘→❇ ✭❞✮ ❇→●→❘
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸①✸ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❘●❇✳
P♦✉r ❛tté♥✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞♦♥❝ ❢♦r♠✉❧é
❧❡✉r ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ✓ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡✲t❡✐♥t❡✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ✔ ❬✺✹✱ ✼✼✱
✹✱ ✾✺❪✳ ■❧s ❥✉st✐✜❡♥t ❧❡✉r ❝❤♦✐① ♣❛r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❧❛rté✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ❡s♣❛❝❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ q✉✬✉♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❤✉♠❛✐♥ ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❊s♣❛❝❡ ❍▲❙ ❡t ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡s t❡✐♥t❡s ❛ss♦❝✐é✳
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡
✷✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✷✾
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡✐♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
t❡✐♥t❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❛ t❡✐♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❛♥❣❧❡
s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❡t ❡st 2π✲♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✮✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡✐♥t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✴♠❛①✐♠❛❧❡
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡✐♥t❡s
❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❬✻✷✱ ✶✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t❡✐♥t❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s s❡ s✐t✉❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❥♦✉té❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ t❡✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛✉r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛♥❣❧❡
♠❛①✐♠❛❧ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✳
❉✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ✜①❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✜①❡r ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs
❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❝♦❧♦ré✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ♣❡✉t s❡ ♣♦rt❡r s✉r ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▼❛✐s
❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥é❝éss✐t❡ ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐sé❡s✳ ❍❛♥❜✉r② ❬✺✷❪ ♣r♦♣♦s❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✓ ❞♦♥♥é❡s
❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ❣r♦✉♣é❡s ✔✳ ▲♦♣❡③ ❬✹❪ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t ❞é✜♥✐t ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡t ❛♥t✐✲
❞♦♠✐♥❛♥t❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥✳
P♦✉r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ▲♦♣❡③ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✉♥❡
❣❧♦❜❛❧❡ ✭♣♦✉r t♦✉t❡ ❧✬✐♠❛❣❡✮ ❡t ✉♥❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉✲
r❛♥t✮✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ♣♦s❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡
❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té δ(δ(F,H), G) 6= δ(δ(H,G), F )✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s s✉♣♣♦rts ❝❤❛♥❣❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s✳
❊❧❧❡ ❡♥tr❛✐♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞û ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✮
✷✳✷✳✷ P♦✐♥ts ❢♦rts ❡t ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❡t ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s sé♣❛r❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ♦r❞r❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ♣✉✐s ❧❡s ♦r❞r❡s ré❞✉✐ts ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s ♦r❞r❡s
t♦t❛✉①✳
▲❡s ♦r❞r❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ♦♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞✬êtr❡ ❢❛❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡✲
♣❛rt✐❡✱ ✐❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ■❧s ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥t❡r❝♦rré❧❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r✳ ■❧s ❡♥tr❛✐♥❡♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❋✐♥❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡✉r ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r✳
▲❡s ♦r❞r❡s ♣❛rt✐❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡✉r ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ♦r❞r❡
t♦t❛❧✳ ■❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ✺ ✭❜✮ ❚❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✭❝✮ ❚❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ H → S → L ❡t é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺✱ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s♦✐t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ s♦✐t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳
▲❡s ♦r❞r❡s ré❞✉✐ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❛♥s s♦♥
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠❛❧❣ré q✉❡❧q✉❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡
❜✐ts✱ ❧❡s ♦r❞r❡s ré❞✉✐ts ♥✬❛❜♦✉t✐ss❡♥t ♣❛s à ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
▲❡s ♦r❞r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥és ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝éss❛✐r❡
♣♦✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❚♦✉t❡✲
❢♦✐s✱ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦ssè❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❧✐♠✐t❡s✳
❈❡ t②♣❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬❛ss♦✉♣❧✐ss❡♠❡♥t ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ❛♥♥✉❧❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ét❛❜❧✐ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦rré❧és
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ♣r✐♠❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛❞❛♣tés à ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧
❢❛✉t ❧❡✉r ♣ré❢ér❡r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♦ù ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❡t ❞❡ ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡ s♦♥t sé♣❛✲
ré❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ♣♦s❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡✐♥t❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ✜❣✉r❡
✷✳✶✼ ❧✬✐❧❧✉str❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♣r♦❝❤❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆2 ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ∆1✱ ♣♦✉rt❛♥t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs
❛✉① ❡①tr❡♠✐tés ❞❡ ∆2 s❡♠❜❧❡♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ∆1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té s♦♥t ❛tté♥✉és
♠❛✐s r❡st❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥ts ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✼❝✮✳ ❉❡ ♣❛r ❧❡✉r ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✱ ❝❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❜r✉✐t✱ ✉♥ ❧é❣❡r é❝❛rt ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧
✺✳ ❙♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✵✵✶❣❛❧❡r✐❡✳❝♦♠✴r❡♣r♦✲❥♦❛♥✲♠✐r♦✲❝❤❛♥t❡✉r✲♣✲✸✹✷✳❤t♠❧
✷✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✸✶
❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❡t ❞♦♥❝ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢✳
✭❛✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ R→ G→ B ✭❜✮ ❩♦♦♠ s✉r
❧❛ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té
✭❝✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ L→ S → H
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
▲❡s ♦r❞r❡s ❤②❜r✐❞❡s ▲❡s ♦r❞r❡s ❤②❜r✐❞❡s ♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s
❞✬♦r❞r❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✬✉♥
♦r❞r❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
s❡♠❜❧❡♥t rés♦❧✉s ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♦❜t❡♥✉ s❡r❛ ❧✐é❡ ❛✉ t❛✉① ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥tr❛✐♥❛♥t ✉♥❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
▲✐♠✐t❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❆✉ ❞é✲
❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡
♣❛s à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❡♠✉♠✳ P♦✉rt❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡❧❧❡s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❛♣♣♦rt❡
♣♦✉rt❛♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❝❡t ❛♣♣♦rt ♣♦✉r ❞❡✉① ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ✿ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮ ❡t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞✬♦❜❥❡ts ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮✳
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
✷✳✸ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡
▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❊❧❧❡s s♦♥t✱ s♦✐t
❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ✐♥❛❞❛♣tés ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦✉❧❡✉r✱ s♦✐t ♥❡ ✈♦♥t ♣❛s ❛✉ ❜♦✉t
❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❈❡s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐té ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♦♥t ✉♥ ✐♠✲
♣❛❝t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❜❛sé
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♣❡r❝❡t✉❡❧❧❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❈■❊✳
❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❧✐❡♥ étr♦✐t ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✉✲
❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡t ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❈♦❧♦r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ✔
✭❈❈▼▼✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t
♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str❡r♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s
rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❝♦✉❧❡✉r ♥♦♥✲♣❧❛ts✳
✷✳✸✳✶ ◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r❝❡♣✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
✷✳✸✳✶✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
◆♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♥♦✐r ✭✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡✮
♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❡ ❜❧❛♥❝ ✭✈❛❧❡✉r ♠❛✐①♠❛❧❡✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ♥❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♥♦té❡s O−∞ ❡t O+∞ ❡t s♦♥t r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡✈r♦♥t ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❝❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❡①tr❡♠❛ s♦♥t ❡①tr❛✐ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cx s❡r❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cy✱ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿
Cx  Cy ⇔ ||
−−−−−→
CxO
−∞|| ≤ ||−−−−−→CyO−∞|| ✭✷✳✷✺✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✈❡rs O−∞✳ ❉❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs Cx ❡t Cy ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
Cx  Cy ⇔ ||
−−−−−→
CxO
+∞|| ≤ ||−−−−−→CyO+∞|| ✭✷✳✷✻✮
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st
très ✐♠♣♦rt❛♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡✛❡❝t✉é❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦ù ✐❧ ❡st r❡ss♦rt✐ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡s ❧✐♠✐té✳ ◆♦tr❡
❝❤♦✐① s✬♦r✐❡♥t❡ ✈❡rs ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇ ❡t s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ∆E ✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
✷✳✸✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✸✸
❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E ✻ ✿
||−−−→CiCj || = ∆E(Ci, Cj) ✭✷✳✷✼✮
▲❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ❈❈▼▼ s♦♥t ♣♦sé❡s✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦r❞r❡ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❡t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦r❞r❡ t♦✲
t❛❧✳ P♦✉r êtr❡ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré✢é①✐✈✐té ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✽✮✱ ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té
✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✾✮ ❡t ❞✬❛♥t✐✲s②♠♠étr✐❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✵✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡s♣❡❝té❡s✳
ré✢❡①✐✈✐té : A  A ✭✷✳✷✽✮
tr❛♥s✐t✐✈✐té : A  B , B  C ⇒ A  C ✭✷✳✷✾✮
❛♥t✐✲s②♠étr✐❡ : A  B , B  A ⇒ A = B ✭✷✳✸✵✮
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✬❡♠❜❧é❡ ❛✣r♠❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r❡✢❡①✐✈✐té ✿
||−−−→CiCr|| ≤ ||−−−→CiCr||
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽❛✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✈ér✐✜é❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✿
||−−−→CiCr|| ≤ ||−−−→CjCr|| , ||−−−→CjCr|| ≤ ||−−−→CkCr|| ⇒ ||−−−→CiCr|| ≤ ||−−−→CkCr||
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐✲s②♠♠étr✐❡ ♥✬❡st ❡❧❧❡ ♣❛s ✈ér✐✜é❡ ✿
||−−−→CiCr|| ≤ ||−−−→CjCr|| , ||−−−→CjCr|| ≤ ||−−−→CiCr||; ||−−−→CiCr|| = ||−−−→CjCr||
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs s✐t✉é❡s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❝❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ tr✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽❜
✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❢❛✐t✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡✳ ❋❛❝❡ à
❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥
♦r❞r❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ré❞✉✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s✉r ♣❧❛♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛❞❛♣t❡r ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
✷✳✸✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦✲
s♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡①tr❡♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
✻✳ ❉❛♥s ✸✳✷✳✶ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ∆E94 ♦✉ ∆E2000
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
✭❛✮ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇
✭❜✮ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
s✐t✉és à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ❞✉ ♣♦✐♥t O
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ Pr♦♣r✐étés ♥é❝éss❛✐r❡s à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t
✐❧❧✉stré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢é✲
r❡♥❝❡✳
♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs✳
▲❡s ❛①❡s ❞✉ r❡♣èr❡✱ Λ✱ α ❡t β s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛①❡s ▲✯✱ ❛✯ ❡t ❜✯ ❛♣rès ✉♥ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❞✉❛❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❝♦❞❛❣❡ s♦♥t ❡①♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ❈✳✶✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
O−∞ ❡t O+∞✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts Cy ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✐t✉é❡s s✉r ❧❡
s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❧♦rsq✉❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❧❡ ♣✐①❡❧ i✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st
❝❡❧❧❡ s✐t✉é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st ♥♦té❡ Ci✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛ss✉r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❡①tr❡♠✉♠ ❧❡ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✷✳✸✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✸✺
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✈❡rs ❧✬❡①tr❡♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✶
tr❛❞✉✐t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ t❡❧❧❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✈r❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SD1 ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♠❛①✐♠✉♠✳
∨
x∈(Df∩Dg)
{f(x)} = SD2 =
{
Cy | ||−−−→CyCi|| =
∨
∀Cx∈SD1
{
||−−−→CxCi||
}}
;
❛✈❡❝ SD1 =
{
Cy | ||
−−−−−→
CyO
+∞|| =
∧
∀x∈(Df∩Dg)
{
||−−−−−→CxO+∞||
}}
✭✷✳✸✶✮
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡st❡ ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵❛✱ ❧❛
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ s♣❤èr❡✳ ❖r✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s
♣❡✉t êtr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ♦✉ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦✉ ♠ê♠❡
êtr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ s♣❤èr❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t
❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ Ci s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s s❡
tr♦✉✈❡ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❈✳✸✳✶✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♥t✐✲s②♠étr✐❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s r❡s♣❡❝té❡ à ❝❡ st❛❞❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♥t✐✲
s②♠étr✐❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✱ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐✲
❧❛t❛t✐♦♥✱ ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✭✈♦✐r ✸✳✶✳✷✳✷✮✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st
❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧✳ ▲✬❡①tr❡♠✉♠
s❡r❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ SD2✱ ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✷✮✳
∨
x∈(Df∩Dg)
{f(x)} = SD3 =
{
Cy | ||
−−−−−→
CyO
−∞|| =
∨
∀Cx∈SD2
{
||−−−−−→CxO−∞||
}}
;
❛✈❡❝ SD2 =
{
Cy | ||−−−→CyCi|| =
∨
∀Cx∈SD1
{
||−−−→CxCi||
}}
; ✭✷✳✸✷✮
❡t SD1 =
{
Cy | ||
−−−−−→
CyO
+∞|| =
∧
∀x∈(Df∩Dg)
{
||−−−−−→CxO+∞||
}}
❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢é✲
r❡♥❝❡✱ ❝♦♥str✉✐t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♣❤èr❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ♣rés❡♥t❡
✐❝✐ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s
tr♦✐s s♣❤èr❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲♦rsq✉❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♣❤èr❡s
♦♥t ❞❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✵❜✮✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✱
✉♥ ♣♦✐♥t ♦✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳ ▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❈✳✸✳✷ ❡t ❈✳✸✳✸✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ♣❛s ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
✭❛✮ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s ✭❜✮ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s s♣❤èr❡s✳
◆♦✉s ♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s s♣❤èr❡s ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥ ❞✐sq✉❡ q✉✬à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ q✉❡
❧❡s tr♦✐s ❝❡♥tr❡s ❞❡ s♣❤èr❡s s♦✐❡♥t ❛❧✐❣♥és✱ ❝❡ q✉✐ ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧✬✉♥✐❝✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❡①tr❡♠❛ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❥♦✉✲
t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞❡ t②♣❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s α✱ β✳
❈❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡✉① ♣❧❛♥s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❧❛♥
❡st ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ♣❧❛♥ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❛①❡s Λ ❡t β ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✶❛✮ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉
♣❧❛♥ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❛①❡s Λ ❡t α ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✶❜✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❜♦✉t✐r
à ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ❡t ❞❡✉① ♣❧❛♥s ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ✉♥
✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ✭✈♦✐r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❈✳✸✳✹ ❡t ❈✳✸✳✺✮✳
✭❛✮ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ❡t ✉♥ ♣❧❛♥ ✭❜✮ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ❡t ❞❡ ❞❡✉①
♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✕ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s s♣❤èr❡s ❡t ❞❡s ♣❧❛♥s✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❛✐♥s✐ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❛♥t✐✲s②♠étr✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐é✲
tés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛
✷✳✸✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✸✼
❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∨
x∈(Df∩Dg)
{f(x)} = SD5 =
{
Cy | Cβy =
∨
∀Cx∈SD4
{
Cβx
}}
❛✈❡❝ SD4 =
{
Cy | Cαy =
∨
∀Cx∈SD3
{
Cαx
}}
;
SD3 =
{
Cy | ||
−−−−−→
CyO
−∞|| =
∨
∀Cx∈SD2
{
||−−−−−→CxO−∞||
}}
; ✭✷✳✸✸✮
SD2 =
{
Cy | ||−−−→CyCi|| =
∨
∀Cx∈SD1
{
||−−−→CxCi||
}}
;
❡t SD1 =
{
Cy | ||
−−−−−→
CyO
+∞|| =
∧
∀x∈(Df∩Dg)
{
||−−−−−→CxO+∞||
}}
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❝❡❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❡✢❡①✐✈✐té✱ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡t ❞✬❛♥t✐✲s②♠♠étr✐❡✳
▲✬♦r❞r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥❝ t♦t❛❧✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝✲
t✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥✱ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∧
x∈(Df∩Dg)
{f(x)} = SD5 =
{
Cy | Cβy =
∧
∀Cx∈SD4
{
Cβx
}}
❛✈❡❝ SD4 =
{
Cy | Cαy =
∧
∀Cx∈SD3
{
Cαx
}}
;
SD3 =
{
Cy | ||
−−−−−→
CyO
+∞|| =
∨
∀Cx∈SD2
{
||−−−−−→CxO+∞||
}}
; ✭✷✳✸✹✮
SD2 =
{
Cy | ||−−−→CyCi|| =
∨
∀Cx∈SD1
{
||−−−→CxCi||
}}
;
❡t SD1 =
{
Cy | ||
−−−−−→
CyO
−∞|| =
∧
∀x∈(Df∩Dg)
{
||−−−−−→CxO−∞||
}}
✷✳✸✳✶✳✸ ❘és✉❧t❛ts
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s
❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ♥♦✐r ❡t ❜❧❛♥❝
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲♦rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ér♦s✐♦♥s✱
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ O−∞ ♦♥t ❜✐❡♥ été
ét❡♥❞✉s ❀ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦✐rs ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷❡✱ ❧❡s r♦✉❣❡s ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷❢ ❡t ❧❡s ❜❧❡✉s
❢♦♥❝és ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷❣✳ P♦✉r ❧❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ O−∞ q✉✐ s♦♥t ❛❣r❛♥❞✐s ❀ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❜❧❛♥❝s ♣♦✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷❤✱ ❧❡s ✈❡rts ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷✐ ❡t ❧❡s ❜❧❡✉s ❝❧❛✐rs ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✷❥✳
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❢♦♦❞✵✵✵✼ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❱✐st❡①
✭✷✺✹×✶✻✼ ♣✐①❡❧s✮✳
❈♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭O−∞ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t O+∞ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮
✶
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
➱
r♦
s✐
♦♥
✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮
❉
✐❧❛
t❛
t✐
♦♥
✭❤✮ ✭✐✮ ✭❥✮
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸×✸ ♣✐①❡❧s✳
❈❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❡t ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢❛❝❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✷✳✸✳✷ ❯♥ é❧❡♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ♣♦✉r ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r
▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡s
♣✐①❡❧s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ♣r❡♥♥❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡✉r ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡
à s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts✱ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts ❡t ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡✉r
✷✳✸✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✸✾
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P✉✐s✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❝♦✉❧❡✉r ❛❞❛♣té❡ à ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
✷✳✸✳✷✳✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s❡ s♦✐t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❞❡✉①
✈♦✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t
❢♦♥❞és s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ Dg ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✷✳✸✺✳ ▼❛✐s✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♥❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✴s♦✉str❛❝t✐♦♥✳
εn(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)− g(y)) ✭✷✳✸✺✮
δn(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y)) ✭✷✳✸✻✮
❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ✿ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts ✭❊❙P✮ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ✭❊❙◆P✮✳ ▲❛ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ❊♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❝♦♠♣♦sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧✳ ❊♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡
♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■❧ ❝♦♥t✐❡♥t
❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ✿ ✬✵✬ ♣♦✉r ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ Dg ❡t ✬−∞✬
♣♦✉r ❝❡✉① ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à Dg ❬✶✸✻❪ ✿
g(y) =
{
y ∈ Dg ⇒ g(y) = 0
y 6∈ Dg ⇒ g(y) = −∞ ✭✷✳✸✼✮
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts s♦♥t ré❞✉✐ts à
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❡①tr❡♠✉♠✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥✬❡♥tr❛î♥❡♥t
♣❛s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t ❡t ❧❡ ♥♦♥ ♣❧❛t✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ✜♥✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ✬✵✬✳ ▲❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿
g(y) =
{
y ∈ Dg ⇒ g(y) 6= ±∞
y 6∈ Dg ⇒ g(y) = −∞ ✭✷✳✸✽✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝
✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t t♦✉t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st é❣❛❧❡ à s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♣rès ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉✣s❛♥t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t t♦✉t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣rès ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
s✉✣s❛♥t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✹ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s s♦♠❜r❡s
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸ ✕ ➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✳
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉r❛ ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❣r✐s q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r
❧✬ér♦s✐♦♥ ✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ◆❱● ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝
✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣
❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s♦♥t
♣♦s✐t✐✈❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✻ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♥♦♥✲♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✾✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❚♦✉t❡s
❧❡s ♣❛rt✐❡s s♦♠❜r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝❧❛✐r❡s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t
à ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts
✷✳✸✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✹✶
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✺ ✕ ➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✳
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♣✐①❡❧s✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é ❡♥
❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳✷✹❜ ❡t ✷✳✷✻❜✳ ❆✈❡❝ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡
♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬❛✈❡❝ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ♠✐❡✉①
❝♦♥s❡r✈és✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
▼ê♠❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✈❡rs
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♠❛✐s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r −∞
✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t +∞✮ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✳
g =
0 0 0 0 0
0 10 10 10 0
0 10 15 10 0
0 10 10 10 0
0 0 0 0 0
✭✷✳✸✾✮
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ◆❱● ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✻ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♥♦♥✲♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✾✮✳
▼❛r❛❣♦s ❬✽✶✱ ✽✷✱ ✽✵❪ ❛ ❝♦♥s❛❝ré ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝✲
t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❧♦rs ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ■❧ ❢❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t r❡ss♦rt✐r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥✴❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝✲
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ♦♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t été ❞é❧❛✐ssés ❢❛❝❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙♦✐❧❧❡ ❬✶✷✸❪ ❡t ❙❤✐❤ ❬✶✷✶❪
q✉✐ ♦♥t ♠♦♥tré ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛r✐sé❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❛✐♥❡r❛✐t ✉♥ ❝♦ût ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
✷✳✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r
▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ✜❧tr❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ s❡r❛ ❛♣✲
♣❧✐q✉é à ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ✉s❛❣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥✴s♦✉s✲
tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r ♥✬❡st ♥✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♥✐
st❛♥❞❛r❞✐sé ♣❛r ❧❛ ❈■❊✱ ♥✐ ✈❛❧✐❞é ♣❛r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❊❙◆P ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉✈r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬❊❙◆P✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡♣✉✐s ❙♦✐❧❧❡ ❡t
❙❤✐❤ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t ❡✉ ❧✐❡✉ s✉r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❊❙◆P✳ ➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ s✉r
❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧❡s ❊❙◆P✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♦✛❡rt à ✉♥❡
é✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ❊❙◆P✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ét❛♥t ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✭❛✮ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡
❝♦✉❧❡✉r ✿ {Cx(i, j)}
✭❜✮ ❊❙◆P ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs µ(i, j)
✭❝✮ ❊♥s❡♠❜❧❡ rés✉❧t❛♥t
❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✿ {Cz(i, j)}
✭❞✮ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙◆P
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❙◆P✳
▲❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ❜❧❛♥❝ ✭O+∞ ✿ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r
❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✮ ❡t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ♥♦✐r ✭O−∞ ✿ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r
♣♦✉r ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥✮
✷✳✹✳ ❇✐❧❛♥ ✹✸
❆✐♥s✐ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r Cx(i, j) s❡r♦♥t ❞é♣❧❛❝é❡s ✈❡rs ❧❛ ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ O+∞ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✵✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉s✲
tr❛❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❞✐r✐❣é❡s ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ O−∞ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✹✶✮✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞✉
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉✲
r❛♥t µ(i, j)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✼ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t s✉r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✼✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳
❛❞❞✐t✐♦♥ :
−−−−−−→OCz(i, j) =
−−−−−−→OCx(i, j) + µ(i, j)
−−−−−−−−−→
Cx(i, j)O
+∞∥∥∥−−−−−−−−−→Cx(i, j)O+∞∥∥∥ ✭✷✳✹✵✮
s♦✉str❛❝t✐♦♥ :
−−−−−−→OCz(i, j) =
−−−−−−→OCx(i, j) + µ(i, j)
−−−−−−−−−→
Cx(i, j)O
−∞∥∥∥−−−−−−−−−→Cx(i, j)O−∞∥∥∥ ✭✷✳✹✶✮
❛✈❡❝ µ(i, j) ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠é ❡♥ ∆E ❡t
−−−−−−−−−→
Cx(i, j)O
+∞ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❞✐r❡❝t❡✉r ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
✷✳✹ ❇✐❧❛♥
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬êtr❡ ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣❛r ❇❛r♥❡tt✱ ♥✐ ♣❛r ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ❛✉t❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❡t ❛ttr✐❜✉ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱ ❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉①✲❝✐✳
❙✉✐✈❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜❛sé❡ ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
rés♦✉t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤②❜r✐❞❡s ❜❛sé❡s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ r❡♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ✭♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♣❧❛♥s α ❡t β✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♥❞❡♥t st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ✐♥✉t✐❧❡✳ ❈❡
❢❛✐s❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬✐♥❞✉✐t ♣❛s ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés t②♣✐q✉❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ♦r❞r❡s✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉✈❛♥t s✬✐♥s❝r✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s
✜❣✉r❡s ✷✳✷✽ ❡t ✷✳✷✾ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝r✐tèr❡ ✈✐s✉❡❧ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❥❡❝t✐❢✳
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r
▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s
♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s✳ ❈❡s q✉❡st✐♦♥s ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖r❞r❡ ▼❛r❣✐♥❛❧ ✭❝✮ ❖r❞r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡
✭❞✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
▲❙❍
✭❡✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
■❘●❇
✭❢✮ ▼ét❤♦❞❡
❈❈▼▼
✭❣✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❤✮ ❖r❞r❡ ▼❛r❣✐♥❛❧ ✭✐✮ ❖r❞r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡
✭❥✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
▲❙❍
✭❦✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
■❘●❇
✭❧✮ ▼ét❤♦❞❡
❈❈▼▼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✬ér♦s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s✳
✷✳✹✳ ❇✐❧❛♥ ✹✺
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖r❞r❡ ▼❛r❣✐♥❛❧ ✭❝✮ ❖r❞r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡
✭❞✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
▲❙❍
✭❡✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
■❘●❇
✭❢✮ ▼ét❤♦❞❡
❈❈▼▼
✭❣✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❤✮ ❖r❞r❡ ▼❛r❣✐♥❛❧ ✭✐✮ ❖r❞r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡
✭❥✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
▲❙❍
✭❦✮ ❖r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
■❘●❇
✭❧✮ ▼ét❤♦❞❡
❈❈▼▼
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✾ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❙♦♠♠❛✐r❡
✸✳✶ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
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✸✳✶✳✷ ❉✉❛❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✶✳✷✳✶ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✶✳✷✳✷ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
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✸✳✸✳✷ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✸✳✸✳✸ ■♥térêt ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵
✸✳✹ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
❯♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬é❝r✐t✉r❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❡t ré❣✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ s❛♥s ❝❡rt✐t✉❞❡
❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝❛❧❝✉❧és✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s
❧❡✉r ✐♠♣❛❝t s✉r q✉❡❧q✉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s
❞❡ ❝r✐tèr❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❜❛sés s✉r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ❧❡ ❝♦♠✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ q✉✐ ❛ss✉r❡♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❜❛sés s✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞é❣r❛❞és ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s à ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❡s t❡①t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s ✐tér❛t✐❢s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ é✈❛❧✉❡♥t ❧❡s ❝♦ûts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
✸✳✶ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s
▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉❛✉①
q✉❡ s♦♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ❙❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s t❡❧s q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✈❛❧✐❞❡✳ ■❧ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ét❛♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✸✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❧❛
❝♦✉❧❡✉r✳ ❊♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ à tr❛✐t❡r ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛✣❝❤❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ é❝r✐t✉r❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦✉str❛❝t✐♦♥✱ ✳✳✳✮ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ t♦✉t❡ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉✈r❛❣❡s ✭❬✶✶✺❪✱
♣✳✹✸✵ ❀ ❬✶✷✸❪✱ ♣✳✷✼ ❀ ❬✶✷✶❪✱ ♣✳✸✷✮ ❡t s♦♥t é❝r✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
f c1 = {m− f(x)|x ∈ Df}, m = ∨(f) ✭✸✳✶✮
f c2 = {−f(x)|x ∈ Df} ✭✸✳✷✮
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s s❡ ❞é✜♥✐t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✶ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭✸✳✶✮ ✿(
Ci
)c
=
(
Cc1i,1, C
c1
i,2, . . . , C
c1
i,p
)
✭✸✳✸✮
=
(
m1 − Ci,1,m2 − Ci,2, . . . ,mp − Ci,p
)
♦ù m1,m2, . . .mp s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ ✭❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✷✺✺ ♣♦✉r
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✽ ❜✐ts ❡♥ ❘●❇✮✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs t♦❧éré❡s ♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♣rés❡♥t❡
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ❧✐❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧
❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉rt❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❝♦♥ç✉s ♣❛r ❞❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r
❞❡s ❛rt✐st❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❬✶✶✸❪✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ✔ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳
✶✳ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛♣♣❧✐q✉é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡
❝❛♥❛❧ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❡❝t♦r✐❡❧ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❛♥s s♦♥
❡♥s❡♠❜❧❡✳
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✹✾
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✳ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡s
❝♦❧♦ré❡s ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ ❛✉ ✓ ♠é❧❛♥❣❡ ❛❞❞✐t✐❢ ✔✳ ▲❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ♣✐❣♠❡♥ts ✭♣❡✐♥t✉r❡✱ ❡♥❝r❡✱ ✳✳✳✮
❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ ❛✉ ✓ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉str❛❝t✐❢ ✔✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❢♦♥❞é
s✉r ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥ ❞✬♦♣t✐q✉❡ q✉✬✐♥❞✉✐t ❧❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ❡t ❛♣♣❡❧é ✓ ♠é❧❛♥❣❡ ♦♣t✐q✉❡ ✔✳
❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❉❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❛❧♦rs ❞✐t❡s ✓ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✔ ❧♦rsq✉❡ ❧❡✉r
♠é❧❛♥❣❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡ ❜❧❛♥❝ ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❛❞❞✐t✐❢✱ ❧❡ ♥♦✐r ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ s♦✉str❛❝t✐❢ ❡t ❧❡
❣r✐s ♣♦✉r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ à ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
❈❡rt❛✐♥s ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
♣♦✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ❚❡✐♥t❡✲▲✉♠✐♥❛♥❝❡✲❙❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦♣♣♦sé❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❛rt✐st❡s ❡t ❧❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ①②③✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ♣✉r❡s ✭❧❡ ✓ s♣❡❝tr✉♠ ❧♦❝✉s ✔✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡t
❧❡ ❜❧❛♥❝ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭✈♦✐r ❬✷✷❪ ♣✳✼✵✮✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ Ccx ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cx ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✳
▲✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇ ✭❈■❊▲❯❱✮ ❡st ❧❡ s❡✉❧ à ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r
✈❛❧✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❢♦♥❞é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❳❨❩ ♣❛r
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❡st ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥t❛❣♦♥✐st❡✱ sé♣❛r❛♥t
❛✐♥s✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❝❤r♦♠✐♥❛♥❝❡✳ ❙❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐té✳ ■❧ s❡ ♣rêt❡ ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ✈❛❧✐❞❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡
✭✸✳✷✮ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r s❡
❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ O ❞✉ ✈❡❝t❡✉r −−−−−−−→O−∞O+∞✱ ♦ù O−∞ ❡t O+∞ s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✶✳✷✮✱
❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cx ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
O✱ t❡❧ q✉❡ ✿ (
Cx
)c
=
(−−→OCx)c = −−−→OCx ✭✸✳✹✮
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✱
♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r✐❡♥t❡r ❧✬❛①❡
▲✯ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡
−−−−−−−→
O−∞O+∞ ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ❛✉
♠✐❧✐❡✉ ❞✉ s❡❣♠❡♥t [O−∞O+∞]✳ ❆♣rès ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✱ ❧✬❛①❡ ▲✯ ❞❡✈✐❡♥t ❧✬❛①❡ Λ✱
❧❡s ❛①❡s ❛✯ ❡t ❜✯ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛①❡s α ❡t β✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
r❡♣èr❡ ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❆♥♥❡①❡ ❈✳✶✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r Ccx ❞❡ Cx ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ O−∞ ❡t O+∞✳
◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r
❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❝❡tt❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❧❡ ♥♦✐r
❡t ❧❡ ❜❧❛♥❝✱ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡ s❡ s✐t✉❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❛❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ré♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❘●❇ ❡t ❍▲❙
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠✐r♦✐r ❛✉ ❜❧❛♥❝ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✮ ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❈■❊▲❆❇ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ♥♦✐r ❡t ❧❡ ❜❧❛♥❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♥❡ ♣❡r✲
♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡✱ ❞✬❛✉t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
♣♦rt❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
◆♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦✲
♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ♥♦✐r ❡t ❞✉ ❜❧❛♥❝✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ♥♦✐r ❡t ❜❧❛♥❝ ♣❡✉t ❞é♣❧❛❝❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✈❡rs ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r rés✉❧t❡♥t ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❖r✱ ♥♦tr❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉♣✲
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✺✶
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s
❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧✐♠✐té❡s ♣❛r ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♠✐r♦✐r ❛✉ ❜❧❛♥❝ ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡
♠❛①✐♠❛❧❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ét❛♥t ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s
❞✐st❛♥❝❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉❡❧❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❜✮ ▼✐r♦✐r ❛✉ ❜❧❛♥❝ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇
✭❝✮ ▼✐r♦✐r ❛✉ ❜❧❛♥❝ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❍▲❙ ✭❞✮ ❙②♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦✉❧❡✉r ❛✐♥s✐ ♣♦sé❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳
✸✳✶✳✷ ❉✉❛❧✐té
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦✉✈❡♥t r❛r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ré♣♦♥❞❡♥t à ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ♣♦✉rt❛♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬ér♦s✐♦♥ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❬✶✶✺✱ ✶✷✺❪✳ P♦✉r
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡✈❡♥✐r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té
❡♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♣✉✐s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t t❡r♠✐♥❡r ♣❛r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r✳
✸✳✶✳✷✳✶ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥✳
❊❧❧❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣❛r
❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❞✐r❡❝t✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡t s♦♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬ér♦❞é ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❞✐❧❛té ❞✉
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬ér♦❞é ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
εb(F,G)
c = δb(F
c, G)
δb(F,G)
c = εb(F
c, G)
εb(F
c, G)c = δb(F,G)
δb(F
c, G)c = εb(F,G)
✭✸✳✺✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❉✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✮ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s
❡st ♣❡✉ s♦✉✈❡♥t ♣rés❡♥té❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧♦♥s ✐❝✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❛✉①
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❙❡rr❛ ❬✶✶✾❪ ♦✉ ❙♦✐❧❧❡ ❬✶✷✸❪✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ér♦✲
s✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✻✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✼✮ ❡t ❛✉ss✐ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s (F ∩G = F c ∪Gc✮✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
εb(F
c, G)c =

 ⋂
y∈Dg
(F )c−y

c
=
⋃
y∈Dg
(F )−y ✭✸✳✻✮
= δb(F,G)
♦ù Fy ❡st ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts y✳ 
▲❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ét❛♥t ❞é♠♦♥tré❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ❢ ❡t ❣✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈❛❧✐❞é❡s ✿
εg(f
c, g)c = δg(f, g)
δg(f
c, g)c = εg(f, g)
εg(f, g)
c = δg(f
c, g)
δg(f, g)
c = εg(f
c, g)
✭✸✳✼✮
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✺✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts é❝r✐ts ❬✺✽✱ ✶✷✸✱ ✶✷✶❪✳ ■❝✐✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍❡✐❥♠❛♥s ❬✺✽❪ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❡t
s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛ ❬✷✶❪ ✿
Pr♦♣r✐été ✸✳✶✳✶✳ ❙✐ (E,∨,∧,≤) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ❛❧♦rs s♦♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✉❛❧ ❡st (E,∧,∨,≥)✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✿ ❙✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❚ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s
❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❚✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ∨ ♣❛r ∧ ✭❡t
ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✮ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ≤ ♣❛r ≥ ✭❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✮ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡
✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s✳
∧ (P )c = (∨P )c et ∨ (P )c = (∧P )c ✭✸✳✽✮
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✱ s✬é❝r✐t ✿
δb(f, g)
c =

 ∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y))

c
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y))c
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
− (f(x+ y) + g(y)) ✭✸✳✾✮
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
(−f(x+ y)− g(y))
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)c − g(y))
= εb(f
c, g)

✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
✸✳✶✳✷✳✷ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r
▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡st ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭♣r♦♣r✐été ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✮✳ Pr♦✉✈❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❞✐s♣♦s❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ❝❡tt❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❜❛✲
sé❡s s✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♠✐r♦✐r ❛✉ ❜❧❛♥❝ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ P✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❝❡❧❧❡ ❧✐é❡ à ♥♦tr❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛r ♠✐r♦✐r ❛✉ ❜❧❛♥❝
♣♦✉❡t
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✳
P✉✐s ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❡t ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
❉✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ✿
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❛♥❛❧②s❡r ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡st
r❡s♣❡❝té❡✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠✱ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❝✉♠✉❧é❡✱ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✴♠❛①✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥tr❡
✉♥ ♣✐①❡❧ ❡t s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✵✮✳
Cy = ∧{Cx|x ∈ Df ∩Dg} ✭✸✳✶✵✮
⇔
∑
x∈Df∩Dg
−−−−−→||CyCx|| =
∧{∑−−−−−→||CxCz|| | x ∈ Df ∩Dg, z ∈ Df ∩Dg} ✭✸✳✶✶✮
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ✿
∀Cy, Cx ∈ Rp,
−−−−−→||CyCx|| =
√[
(C1y − C1x)2 + ...+ (Cpy − Cpx)2
]
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
−−−−−→||CcyCcx|| =
√[
((m1 − C1y )− (m1 − C1x))2 + ...+ ((mp − Cpy )− (mp − Cpx))2
]
=
√[
(C1x − C1y )2 + ...+ (Cpx − Cpy )2
]
✭✸✳✶✷✮
=
−−−−−→||CxCy||
=
−−−−−→||CyCx||
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉❛❧❡ ✿
∧(Ccy, Ccx) =
∧
x,y,z∈Df∩Dg
(
∧{∑−−−−−→||CcyCcz ||} , ∧{∑−−−−−→||CcxCcz ||})
=
∧
x,y,z∈Df∩Dg
(
∧{∑−−−−−→||CyCz||} , ∧{∑−−−−−→||CxCz||}) ❛✈❡❝ ✭✸✳✶✷✮
= ∧(Cy, Cx) 6= ∨(Cy, Cx)
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✺✺

❖r❞r❡s ♠❛r❣✐♥❛✉① ❡t ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ✿
P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉❛❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦r❞r❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡
♠❛r❣✐♥❛❧ ♦✉ ❝❤❛q✉❡ ✓ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✔ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ ♦✉ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥
♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❙✐ ❧✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣❧❛♥✴❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦té P ❡st t♦t❛❧✱ ❛❧♦rs ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿
PCy = ∧{PCx |x ∈ Df ∩Dg} ✭✸✳✶✸✮
⇔ −PCy = ∨{−PαCx |x ∈ Df ∩Dg} ✭✸✳✶✹✮
P♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐té ❡st ❞♦♥❝ r❡s♣❡❝té❡
s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣❧❛♥s ❡t ❧✬♦r❞r❡ r❡s♣❡❝t❡ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳
P♦✉r ❧❡s ♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❀ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧✬♦r❞r❡ ■❘●❇
q✉✐ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❧✬♦r❞r❡ ▲❙❍ q✉✐ ❡st ❝♦♥str✉✐t à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❍▲❙✳ ▲✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ■❘●❇ r❡s♣❡❝t❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳
▲❡ ❝❛s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❍▲❙ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛❞❛♣té à ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ t❡✐♥t❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❡✐♥t❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❡✐♥t❡ ♦♣♣♦sé❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡s t❡✐♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ t❡✐♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✶✽✵◦ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡✐♥t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ t❡✐♥t❡ r❡s♣❡❝t❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✈✉ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛②❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐té
❡st ❛❧♦rs t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t r❡s♣❡❝té❡✳
❇✐❧❛♥ ✿
❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s s✐♠♣❧✐st❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✱ q✉✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♥✐ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ♥✐ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❛✉ s❡♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼
♣♦✉❡t
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ❈❈▼▼✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉❛❧✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ✉♥ ♣✐①❡❧ ❝♦✉❧❡✉r ❡t s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝✲
t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❡♥ ❞❡✉①
❝❛té❣♦r✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts ❀ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛❧♦rs à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ✭éq✉❛t✐♦♥s
✸✳✶✺ ❡t ✸✳✶✻✮✳
δc(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)} ✭✸✳✶✺✮
εc(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)} ✭✸✳✶✻✮
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐✲
q✉❡r ✉♥❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥✴❛❞❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❛✈❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ✭éq✉❛✲
t✐♦♥s ✸✳✶✼ ❡t ✸✳✶✽✮✳
δc(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)−
c
g(y)
}
✭✸✳✶✼✮
εc(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y) +
c
g(y)
}
✭✸✳✶✽✮
◆♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✺✼
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙ ♣❧❛t ✿
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬ér♦✲
s✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✲
✈❡r ❝❡s ❡①tr❡♠❛✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✾ à ✸✳✷✸✮✱ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉❛❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬ér♦s✐♦♥✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
∨
x∈(Df∩Dg)
{f(x)} =
{
Cy| Cβy =
∨
∀Cx∈SD4
{
Cβx
}}
✭✸✳✶✾✮
❛✈❡❝ SD4 =
{
Cy| Cαy =
∨
∀Cx∈SD3
{
Cαx
}}
; ✭✸✳✷✵✮
SD3 =
{
Cy|
−−−−−−−→||CyO−∞|| =
∨
∀Cx∈SD2
{−−−−−−−→||CxO−∞||}
}
; ✭✸✳✷✶✮
SD2 =
{
Cy|
−−−−−→||CyCi|| =
∨
∀Cx∈SD1
{−−−−−→||CxCi||}
}
; ✭✸✳✷✷✮
❡t SD1 =
{
Cy|
−−−−−−−→||CyO+∞|| =
∧
∀x∈(Df∩Dg)
{−−−−−−−→||CxO+∞||}
}
✭✸✳✷✸✮
P♦✉r ré❛❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳
❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ▲✯ s❡❧♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
−−−−−−−→
O−∞O+∞ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❡ s♦✐t
♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ [O−∞O+∞]✳
▲❡s ❛①❡s ▲✯✱ ❛✯ ❡t ❜✯ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛①❡s Λ✱ α ❡t β✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉r ❧❡s ❛①❡s ❡st q✉❡ Λ✱ α ❡t β s♦✐❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✳
✶✳ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❛sé❡s ❞✐st❛♥❝❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✸ à ✸✳✷✶✮ ✿
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮✱ ❞ét❡r♠✐♥❡
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ O+∞ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
✉♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ O+∞ ❡t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡
t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s
✭{x|x ∈ (Df ∩ Dg)}✮✳ ❙✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r Cy ❡st r❡t❡♥✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ O+∞ ✿
∆E(O+∞, Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭✸✳✷✹✮
❖r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
∆E(O+∞, Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)}
⇔ ∆E(O−∞,−Cy) = ∧{∆E(O−∞,−Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭✸✳✷✺✮
❆♣rès ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t O+∞ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ♣♦✐♥t O−∞ s✉r ❧❡ ♥♦✉✲
✈❡❧ ❛①❡ Λ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉r
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿
∆E(Cu, Ct) =
√[
(ΛCu − ΛCt)2 + (αCu − αCt)2 + (βCu − βCt)2
]
✭✸✳✷✻✮
∆E(−Cu,−Ct) =
√[
(−ΛCu + ΛCt)2 + (−αCu + αCt)2 + (−βCu + βCt)2
]
=
√[
(−(ΛCu − ΛCt))2 + (−(αCu − αCt))2 + (−(βCu − βCt))2
]
=
√[
(ΛCu − ΛCt)2 + (αCu − αCt)2 + (βCu − βCt)2
]
= ∆E(Cu, Ct)
✭✸✳✷✼✮
▲❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ é❝r✐t❡s ✿
∆E(O+∞, Cy) = ∆E(−O+∞,−Cy) = ∆E(O−∞,−Cy) ✭✸✳✷✽✮
∆E(O+∞, Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭✸✳✷✾✮
(3.28) ❡t (3.29)⇒ ∆E(O−∞,−Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)}✭✸✳✸✵✮
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ét❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡
O−∞✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r tr♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦✉✲
❧❡✉r ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♦♣♣♦sé❡s✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✭✸✳✷✸✮ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❛
❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✭✸✳✷✷✮ ❡t ✭✸✳✷✶✮ ❡st ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❡♠✐♥❡✲
♠❡♥t✳
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✺✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✷✳ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❛①❡s ✭éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✷✵ à ✸✳✶✾✮ ✿
▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮ ❝♦♥s✐st❡ à
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cy r❡t❡♥✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α s❡r❛ ♠❛①✐♠✉♠✳
Cαy = ∧{Cαx |Cx ∈ SD3} ✭✸✳✸✶✮
▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ α ét❛♥t ♦r❣❛♥✐sé❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ✿
Cαy = ∧{Cαx |Cx ∈ SD3} ✭✸✳✸✷✮
⇔ −Cαy = ∨{−Cαx |Cx ∈ SD3} ✭✸✳✸✸✮
❖r s✐ u ❛ ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s Cu = (Λu;αu;βu)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ♦♣♣♦sé❡s s♦♥t −Cu = (−Λu;−αu;−βu)✳ ❆✐♥s✐ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✸✳✸✷ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cy ❡st r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
r❡t✐❡♥t ❧❡ ♣✐①❡❧ ❛②❛♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ α ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✱ s♦♥ ♦♣♣♦sé s❡r❛
r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡s ♦♣♣♦sés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳
❊♥✜♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✭✸✳✶✾✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡
♣r♦✉✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r α✳
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r α
✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ✿
❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
✷✳✸✸ ❡t ✷✳✸✹ ❛ été ♣r♦✉✈é❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡♥ ❆◆◆❊❳❊ ❈✳✷✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❈▼▼ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞✉❛✉①✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙ ♥♦♥✲♣❧❛t ✿
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✷✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲
♣❧❛t✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♠♦✲
❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❛✐♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❡st ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❧✐é à ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✴s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✹✮✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛♣rès ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛r♠✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛♣rès
s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ P♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ✐❧
❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛♣rès ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t s♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉✲
❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♣rès ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
s✉❜✐❡s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
δb(f, g)
c =

 ∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y))

c
= ...
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)c − g(y)) ✭✸✳✸✹✮
= εb(f
c, g)
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✻✶
▲♦rs ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ♣♦rté ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♦r✐❡♥té ✈❡rs
❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❡t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st
♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ✐❧❧✉str❡
❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ❞❡ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs s②♠étr✐q✉❡s✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✭①✮ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ✭①✮ ❡st ❜✐❡♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s
❛♣rès ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✭①✮ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭①✮✳
▼ê♠❡ s✐ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ s②♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ❞é✲
♠♦♥tr❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♣❛r
✉♥ ré❡❧ ♥♦té µ q✉✐ s❡r❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵ ♠♦♥tr❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ✈❡❝t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ Cx s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿(
Cx
)c
=
(−−→OCx)c = −−−→OCx ✭✸✳✸✺✮
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(O+∞)c = O−∞ ⇒ (−−−−→OO+∞)c = −−−−−→OO+∞ = −−−−→OO−∞ ✭✸✳✸✻✮
◆♦✉s ♣♦s♦♥s Cz ❡t Cw r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
Cx ❡t Ccx✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r Cz ❡st ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cx s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ▲❛
❝♦✉❧❡✉r Cw ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Ccx s✉✐t❡ à ✉♥❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
Cz =
−−→OCx + µ
−−−−−→
CxO
+∞ ✭✸✳✸✼✮
Cw =
−−→OCcx + µ
−−−−−→
CcxO
−∞ ✭✸✳✸✽✮
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Ccz =
(−−→OCx + µ−−−−−→CxO+∞)c
= −
(−−→OCx + µ−−−−−→CxO+∞)
= −−−→OCx − µ
−−−−−→
CxO
+∞
=
−−→OCcx − µ(
−−→
CxO +
−−−−→OO+∞)
=
−−→OCcx + µ(−
−−→
CxO −
−−−−→OO+∞)
=
−−→OCcx + µ(
−−→
CcxO +
−−−−→OO−∞)
=
−−→OCcx + µ(
−−−−−→
CcxO
−∞)
= Cw♣♦✉❡t
▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛♣rès ❛❞❞✐t✐♦♥✴s♦✉str❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛
♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❛❧♦rs ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❙②♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts
❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs✳
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✻✸
✸✳✶✳✷✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♣r♦✉✈é q✉✬❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t t♦✉t❡s ❞✉❛❧❡s à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t s♦✐t ❧✬ér♦s✐♦♥ s♦✐t✱ s♦♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧✱ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡
❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✉ ❢❛✐t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳
❚②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬✶✵✽❪ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✈❛❧✐❞❡
❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ✈❛❧✐❞❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛✐s ✐♥❞✉✐t ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡
s✐♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣❛r ✉♥❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét✉❞✐é ❧❛ ♣r♦♣r✐été
t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♥♦té ▼❛r❣✱ ❧✬♦r❞r❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❝✉♠✉❧é❡ ♥♦té ❉cum✱ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ▲❙❍ ❞✬❍❛♥❜✉r② ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ■❘●❇
❞❡ ▲♦♣❡③ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦✐r ❡t ❧❡ ❜❧❛♥❝ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r
❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧✐é ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✈❡rs ❧❡ ❜❧❛♥❝ ❡t ❧❡ ♥♦✐r✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ✕ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✶ ❡t ✷ ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
▲❡ s❝❤é♠❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣✐①❡❧ à ♣✐①❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✶ ❡t ✷ ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ♣✐①❡❧s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✉❛✉①
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❙✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❡ ❜❧❛♥❝ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❝❤❡♠✐♥s ❞✉❛✉①✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡
❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✿
▲❡ ✓ ❈❤❛♥t❡✉r ✔ ❞❡ ▼✐r♦
✭❜✮ ❖r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧∑
(∆E) = 0
✭❝✮ ❖r❞r❡ ✓ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ✔∑
(∆E) = 1.5× 106
✭❞✮ ❖r❞r❡ ▲❙❍∑
(∆E) = 9.5× 10−10
✭❡✮ ❖r❞r❡ ■❘●❇∑
(∆E) = 0
✭❢✮ ▼ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼BW∑
(∆E) = 0
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s
s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✭♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡∆E✮ ❡♥tr❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐❧❛té❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉❛❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝r♦✐① ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸①✸ ♣✐①❡❧s✳
❇❧❛♥❝ ❂ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❀ ◆♦✐r ❂ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
✸✳✶✳ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ✻✺
P♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡st r❡s♣❡❝té❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❧❛♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❛♣rès r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡s
✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✉❛✉① s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♥✬❡st ♣❛s r❡s♣❡❝té❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ▲❙❍ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♠❛✐s
♦❜t✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✳ ▲✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ■❘●❇ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❈❈▼▼BW r❡s♣❡❝t❡♥t
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢❛❝❡ à ❧❛ ❞✉❛❧✐té✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r à
❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ré❡❧ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✱
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ s✉✣s❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ t❡st s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❱✐st❡① ❬✶✵✷❪
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✶✻✼ ✐♠❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ♣rés❡♥t❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①✲
♣❧♦r❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❡♠❛✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸×✸ ♣✐①❡❧s s♦♥t
❡①♣r✐♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
✈❛❧✐❞❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ➚ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❥❛♠❛✐s ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
■❘●❇✱ ♠❛❧❣ré ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♥✉❧ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♥❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣❛s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ ❞✉❛❧✐té s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ▲✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ▲❙❍ ❡st ♠✐s ❡♥
❞é❢❛✉t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ■❘●❇✳ P♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❡s ❡rr❡✉rs s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❣é♥èr❡ ❞❡s ❛rt❡✲
❢❛❝ts✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❈❈▼▼✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ✈❛❧✐❞❡ ❜✐❡♥ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t ♦✉ ♥♦♥ ♣❧❛t✳
▼ét❤♦❞❡s ▼❛r❣ ❉cum ▲❙❍ ■❘●❇
❈❈▼▼ ❈❈▼▼
✭❊❙P✮ ✭❊❙◆P✮
▼✐♥✐♠✉♠ ✵ 1.8× 106 3.17× 10−11 ✵ ✵ ✵
▼♦②❡♥♥❡ ✵ 8.4× 106 ✶✸✳✼✽ ✶✳✺✷ ✵ ✵
▼❛①✐♠✉♠ ✵ 1.64× 107 ✹✽✷✳✺✺ ✻✼✳✻✹ ✵ ✵
➱❝❛rt t②♣❡ ✵ 3.76× 106 ✺✻✳✼✻ ✽✳✸✷ ✵ ✵
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✉❛✉① ♣♦✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❱✐st❡①✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸×✸✱ ❞❡ ❢♦r♠❡
❝r♦✐① ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛♠❛♥t ♣♦✉r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲
♣❧❛t ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✶✮✳
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
✸✳✶✳✸ ■♥térêt ❞❡s ❝r✐tèr❡s t❤é♦r✐q✉❡s
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s
❡t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♦♥t été ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s
❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡t
❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s
✐♠❛❣❡s✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬❛rt❡❢❛❝ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡✉t
❛❧tér❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❇❡✉❝❤❡r ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♦♣ér❛✲
t❡✉rs✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝✉♠✉❧é❡s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
r❡s♣❡❝t❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❛✉ s❡♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ✈❛❧✐❞❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡
♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉❛✉①✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡♠❜❛rq✉❡♥t ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥✈❛❧✐❞❛♥t
♣❛r ❝❡ ❢❛✐t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡♥tr❛✐♥❛♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞✬❛rt❡❢❛❝t ♥✉♠ér✐q✉❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝✐té ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ✐❝✐ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ◆♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛❧✐❞❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❛ ✐♥❞✉✐t ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦✲
r✐q✉❡ ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ✈✐❡♥t ✈❛❧✐❞❡r ❞❡✲❢❛❝t♦ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳ ▲❡ s❝♦r❡ ✜♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ✈❛❧✐❞és
♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❡st
❧✬✉♥✐q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ✈❛❧✐❞❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✈❛❧✐❞❡ ❛✉ s❡♥s
♣❡r❝❡♣t✉❡❧✳ ❊❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ s❝♦r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✸✴✸✳
✸✳✷✳ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✻✼
▼ét❤♦❞❡s
❱❛❧✐❞✐té Pr❡✉✈❡ Pr❡✉✈❡
❚♦t❛❧
❊s♣❛❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦r✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ❞✉❛❧✐té ❞✉❛❧✐té
▼❛r❣✐♥❛❧❡ ❘●❇ ◆❖◆ ❖❯■ ❖❯■ ✷✴✸
❉✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❘●❇ ◆❖◆ ◆❖◆ ◆❖◆ ✵✴✸
▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ■❘●❇ ❘●❇ ◆❖◆ ❖❯■ ◆❖◆ ✶✴✸
▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ▲❙❍ ❍▲❙
✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r
❖❯■ ◆❖◆ ✶✱✸✴✸
❧❛ t❡✐♥t❡
❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙P ❈■❊▲❆❇ ❖❯■ ❖❯■ ❖❯■ ✸✴✸
❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙◆P ❈■❊▲❆❇ ❖❯■ ❖❯■ ❖❯■ ✸✴✸
❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳
✸✳✷ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥ts✱ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♦✉
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ❬✶✹✱ ✸✾❪✳ ❉❛♥s
❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦✉r❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
✓ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ✔ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ♥✉♠ér✐q✉❡ à r❡♣rés❡♥t❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ✭✐♠❛❣❡s ♦✉ ♣❛rt✐❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✮✱ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞❡
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳
❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣✉r❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❡ ❇✉r❡❛✉ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s P♦✐❞s
❡t ▼❡s✉r❡s ✭❇■P▼✮ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠étr♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜✐❛✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❬✷✵❪✳ ❈❡ ♣r♦♣♦s ❣é♥é✲
r✐q✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❜✐❛✐sé❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥❤ér❡♥ts ❛✉
❝♦♥t❡♥✉ ❛♥❛❧②sé ♦✉ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐é❡s
à t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ✿ ❧❛ ✜❞é❧✐té✱ ❧❛ ❥✉st❡ss❡✱ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡✱ ❡t❝✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠étr♦❧♦❣✐q✉❡
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝❡s ✓ ♣r♦♣r✐étés ✔ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♥❡ s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ét❛❧♦♥s ❛✜♥ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s
❜✐❛✐s ♣r♦♣r❡s ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✭❜✐❛✐s s②sté♠❛t✐q✉❡s✮ ❞❡s ❜✐❛✐s ✐♥❤ér❡♥ts à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❡s✉rés s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✬❛♥❛❧②s❡✳
❉❛♥s ❬✶✵✾✱ ✶✷✷❪✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t à r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬♦❜❥❡t ♠❡s✉ré ✷ ❡t ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡
♠❡s✉r❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❈❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉①
♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ♠étr♦❧♦❣✐❡✳
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♥tr❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣r✐t ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡✈❛♥t s❡r✈✐r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t✴♦✉ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ❞✐s♣♦s❡r ❞❡
♣r♦♣r✐étés ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❧♦rs ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉✈❡rt❡ ♦✉ ❢❡r♠é❡✳ ▲❡ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❝❡tt❡
✷✳ ▲✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡✱ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t à ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r
✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✬♦❜❥❡ts✳
✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
t❤ès❡ ❡st ❞❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❛ ♠étr♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❤é♦r✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡
♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❞❡ r❡st❡r ❝❡♥tré s✉r ❧❡ ♣r♦♣♦s ❞❡s ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s
❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ♣r♦♣♦sés ❡♥ t❛♥t q✉❡ ✓ ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✔✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ P✉✐s ❛✜♥ ❞❡ ♥♦✉s r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❜✐❛✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ t❡①t✉r❡✳ ❈❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐tèr❡ ❛ ✈♦❝❛t✐♦♥ à ❞é✜♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❤✐✛r❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ ✈❛ ♣♦rt❡r s✉r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥
t♦✉t❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à ♦r❞♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬♦r❞r❡ ❝♦♥♥✉✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞
❝r✐tèr❡ ✈❛ ♠❡s✉r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❜✐❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡
♣❛r ❧✬❡①♣❡rt ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳
✸✳✷✳✶ ■♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❚♦✉t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♦r❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✲
✜♥✐❡ ❧♦rs ❞❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝❡t
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥✬❛ ♣❛s été ét✉❞✐é❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♣♦✉r✲
t❛♥t ❡❧❧❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ♠ê♠❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r
✉♥ ♦r❞r❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs s❝❛❧❛✐r❡s sé♣❛✲
ré❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥
❞é❣r❛❞é ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r v0 ❡t ❛❧❧❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r vp s♦✐t ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ à
❝❡ ❞é❣r❛❞é ♣❛r t♦✉t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ❞é❣r❛❞é ❝♦♥s✐❞éré✳
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣♦s ♣♦✉r ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥❣❡♥❞r❡ q✉✬✉♥ ❞é❣r❛❞é ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳
❯♥ t❡❧ ❝r✐tèr❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ✓ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✔ ✭❬✷✵❪ ♣ ✷✺✮ q✉✐
❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉é❡s à ✉♥ ♠❡s✉r❛♥❞❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❝♦♥♥✉ ❞✉ ❇■P▼
✭❧✬❡rr❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ r❛♥❣ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
♥❡ s♦✐t ♣❛s ❜✐❡♥ ♦r❞♦♥♥é❡✱ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞é❣r❛❞és✮✳ ▲❡s
❡rr❡✉rs ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t à ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡✱ ❧❛ ✜❞é❧✐té ♦✉ ❧❛ ❥✉st❡ss❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡♥ s♦✐ ♣✉✐sq✉✬✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❈■❊ ♣♦✉r ❧❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✸✳✷✳ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✻✾
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s❡ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❛✐r❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ♣❛✐r❡s
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡s✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st
❜❛sé s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♦r❞♦♥✲
♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✐ss✉❡s ❞✬✉♥ ❞é❣r❛❞é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❆✜♥ ❞❡
❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❧❡s ❞é❣r❛❞és s❡r♦♥t ét❛❜❧✐s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉rs s✉r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡①trê♠❡s ét❛♥t ét❛❜❧✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
❯♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✐r❛❣❡s s✉✣s❛♥t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❞❡s ❞é❣r❛❞és ❡♥tr❡ ❡①trê♠❡s ❞✐st❛♥ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ à très ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❛ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s q✉❛❧✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡
♣♦✉r ❧❛ ❈❈▼▼✳
Pr♦t♦❝♦❧❡
◆♦✉s ♠❡tt♦♥s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ❞é❣r❛❞é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦✉❧❡✉rs ❞✉ ❞é❣r❛❞é✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♥♦♠❜r❡✱ ❧❡ ❞é❣r❛❞é ❡st ❝♦♥str✉✐t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥ é❝❛rt ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ❞é✲
❣r❛❞é✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ t❡st s♦✐t ❡①❤❛✉st✐❢✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s ❞é❣r❛❞és s♦♥t t✐ré❡s
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ P♦✉r t❡st❡r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s
❣é♥ér♦♥s ✺✵✵ ✵✵✵ ❞é❣r❛❞és ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❡s♣❛❝❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❞é❣r❛❞é ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✷✵ ❝♦✉❧❡✉rs✳
❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s
❞é❣r❛❞és✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❞✉
❞é❣r❛❞é ❡st à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡ ❞é❣r❛❞é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❞é❣r❛❞é ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♦r❞♦♥♥é
❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s❡❣♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❞é❣r❛❞é✱ ❛❧♦rs ✷ ❞é❣r❛❞és ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲❡ ❞é❣r❛❞é
❡st ❛❧♦rs sé♣❛ré ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s q✉✐ s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s sé♣❛ré♠❡♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸
✐❧❧✉str❡ ❝❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳
✭❛✮ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞é❣r❛❞é ✭❜✮ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞é❣r❛❞é
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ✕ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞é❣r❛❞é
❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ré♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✉ ❞é❣r❛❞é✳
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
▲❡ t❡st ✜♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ré♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❞é❣r❛❞é ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é❣r❛❞é ❣é♥éré✳ ■❧
♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞é❣r❛❞é ♦r❞♦♥♥é ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹
✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❣r❛❞és ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❡sté❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é❣r❛❞é
❣é♥éré ❡t ❧❡ ❞é❣r❛❞é ♦r❞♦♥♥é✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉
♠✐♥✐♠✉♠ tr♦✉✈é✳
✭❛✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✶ ✭❜✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✷ ✭❝✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✸
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❡t ❧❡ ♥♦✐r ❝♦♠♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❡ ❞é❣r❛❞é ❣é♥éré s❡ tr♦✉✈❡
à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ❞r♦✐t❡✳
❘és✉❧t❛ts
◆♦✉s ♥❡ ♠♦♥tr♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
❝✉♠✉❧é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧
❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ✐❧ ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝
♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞é❣r❛❞é ❣é♥éré ♥✐ ♠ê♠❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ét✉❞✐é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥t ♠♦♥tré s♦♥ ✐♥st❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❊❧❧❡
❡♥tr❛✐♥❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s ❞❡ ❣r♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❞é✲
❣r❛❞és ❝♦✉❧❡✉r✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡sté❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té ♣❛r ♣❧❛♥ ❞❡s
❡s♣❛❝❡s ❍▲❙ ❡t ❘●❇ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ▲❙❍✱ ❙▲❍ ❡t ■❘●❇ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✸✳✷✳ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✼✶
❈❈▼▼ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ∆E2000✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ♥♦✐r
❡t ❧❡ ❜❧❛♥❝ ❝♦♠♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❈❈▼▼BW ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧♦rs ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
■❘●❇ ▲❙❍ ❙▲❍
❈❈▼▼BW ❈❈▼▼BW
∆E ∆E2000
◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✵ ✪ ✵ ✪ ✵ ✪ ✵ ✪ ✵ ✪
❊s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ❘●❇ ✻✷ ✪ ✹✷ ✪ ✻✾ ✪ ✵✳✼ ✪ ✶✵✳✺ ✪
❞❡ ❍❙▲ ✻✸ ✪ ✵✳✹ ✪ ✵✳✺ ✪ ✸✻ ✪ ✹✶ ✪
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❈■❊▲❆❇ ✼✺ ✪ ✻✻ ✪ ✽✶ ✪ ✵ ✪ ✵✸
❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r
✺✵✵✵✵✵ ❞é❣r❛❞és ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ✷✵ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞ès q✉✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❛♣♣❛r❛✐t ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é❣r❛❞é ❣é♥éré ❡t ❧❡ ❞é❣r❛❞é ♦r❞♦♥♥é✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ✷✵ ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞é❣r❛❞é s♦♥t
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦r❞♦♥♥❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❞é❣r❛❞és✳ ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡
♦r❞♦♥♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞é❣r❛❞és ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ▲ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▲❙❍ ❡t ❙▲❍✱ ■ ♣♦✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ■❘●❇ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜❧❛♥❝ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼BW ✳
P♦✉r ❧❡s ❞é❣r❛❞és ❝♦✉❧❡✉r✱ ✐❧ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ■❘●❇✱ ▲❙❍ ❡t ❙▲❍ ♥✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t
♣❛s ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ▲❙❍ ❡t ❙▲❍ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉rs
❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❣r❛❞é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❍▲❙✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ♥✬❡st ♥✐ ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ♥✐ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❞é❣r❛❞és ❣é✲
♥érés ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡s♣❛❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼BW ♦❜t✐❡♥t
❞❡s ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❢❛✐❜❧❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
❘●❇ ❡t ❈■❊▲❆❇ q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✬❛✣❝❤❛❣❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs✳
❊s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❘●❇ ❍▲❙ ❈■❊▲❆❇
❈❈▼▼ ✭∆E✮ ✵✳✼✪ ✸✻✪ ✵✪
❈❈▼▼ ✭∆E2000✮ ✶✸✪ ✸✽✪ ✶✶✪
❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬❡rr❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ✺✵✵✵✵✵ ❞é❣r❛❞és ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ✷✵ ❝♦✉❧❡✉rs✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❧✐♠✐té❡s ❛✉ ♥♦✐r ❡t ❜❧❛♥❝ ♠❛✐s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
✸✳ s✐ ∆E2000 < 35
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✱ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E ♦r❞♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞é❣r❛❞és ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❘●❇
❡t ❈■❊▲❆❇ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E2000✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦♥❝
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✳
✸✳✷✳✷ ❊①❛❝t✐t✉❞❡ s✉r ❝r✐tèr❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ t❡①t✉r❡
▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ à ♦r❞♦♥♥❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ✈❛✲
❧✐❞❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s✱ s✉rt♦✉t s✬✐❧ ❡st ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ◆♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡s
❡rr❡✉rs ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡s
❡rr❡✉rs✱ q✉✐ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ é❝❤❡❧❧❡✱ s✬❛♠♣❧✐✜❡♥t ❡t s✬❛❝❝✉♠✉❧❡♥t
❞❛♥s ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻✱ ❧❡s ❛rt❡✲
❢❛❝ts ♣rés❡♥ts à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✻❝✮ s♦♥t ❛♠♣❧✐✜és ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✻❞✮ s✐ ❧❡s ❞é❣r❛❞és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦r❞♦♥♥és ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❞é❣r❛❞és ❛❧térés
♣♦✉rr♦♥t ❛❧♦rs ❢❛✉ss❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐✲✐tér❛t✐♦♥s t❡❧s q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
t❡①t✉r❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞é❣r❛❞és ❝♦✉❧❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡
ét❛♣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
❉❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧❛ ♠étr♦❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡
✓ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✔ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛ttr✐❜✉t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♥✉✲
♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ✐❝✐ ❝❛♣té❡ ♣❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ✭❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥✲
❦❡t✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛ttr✐❜✉t q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♣❛tt❡r♥✲s♣❡❝tr❛✳
▲✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ét❛❜❧✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣❧✉s t❛r❞ à ❝❡s s♣❡❝tr❡s
s♣❛t✐❛✉① ❞❡ t❡①t✉r❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❡st ❛♣♣✉②é❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
r❡♠❛rq✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ t②♣❡ ❢r❛❝t❛❧❡s ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡①t✉r❡ ✭♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡s é❝❤❡❧❧❡s✮✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡①t✉r❡
♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ét❛♥t ❝♦♥♥✉✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❣é♥éré❡✳
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▼❛♥❞❡❧❜r♦t ❬✼✾❪ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳
▲❡s ♥✉❛❣❡s✱ ❧❡s ♠♦♥t❛❣♥❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❝ôt❡s ♠❛r✐t✐♠❡s s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥❛t✉r❡❧s ❞✬♦❜❥❡ts
❢r❛❝t❛❧s✳
✸✳✷✳ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✼✸
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❣❛r❞é ❝♦✉❧❡✉r
✭❜✮ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠ét❤♦❞❡s
✭❝✮ ❉✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥
❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭❛♠♣❧✐✜és ♣❛r ✶✵✮✳
✭❞✮ ❘és✉❧t❛ts ❛♣rès ✺ ✐tér❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐tér❛t✐❢ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ t②♣❡ ❝r♦✐① ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸①✸ ♣✐①❡❧s✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✓ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡ ❜♦ît❡s ✔✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡
✓ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥❦❡t ✔✱ ✳✳✳ ❬✸✻✱ ✾✽✱ ✽✸❪✳ P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥❦❡t ❬✾✼❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé
s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❇♦✉❧✐♥❣❛♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈✐❡♥t ❞❡
❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❬✽✸❪ ❡t ❞❡ s❛ ♣r♦①✐♠✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡
❙❡rr❛ ❬✶✶✺❪✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✐❧❧✉str❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ✓ s❛✉❝✐ss❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✔✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st✐♠❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ✭t❛✐❧❧❡✮ ❞❡ i✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ f ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♦ù
❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ➚ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ i✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣✲
❜❧❛♥❦❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ✓ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✔ é♣❛✐ss❡ ❞❡ 2i q✉✐ r❡❝♦✉✈r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡
❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ Li ❡t ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ Ui ❞é✜♥✐❡s
✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣✲❜❧❛♥❦❡t ✿ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vi ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲❡s s✉r❢❛❝❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥
❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Li(x) =
∧
{Li−1(x)− 1,∧|x−y|≤1Li−1(y)} ✭✸✳✸✾✮
Ui(x) =
∨
{Ui−1(x) + 1,∨|x−y|≤1Ui−1(y)} ✭✸✳✹✵✮
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t gdiam ❞✐❛♠❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3× 3 ✭éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✶✮✳
gdiam =
−∞ 0 −∞
0 1 0
−∞ 0 −∞
✭✸✳✹✶✮
▲❡s é❝r✐t✉r❡s ✭✸✳✸✾✮ ❡t ✸✳✹✵ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ✿
Li(x) = εg(f, igdiam)(x) ✭✸✳✹✷✮
=
∧
x∈Df ,y∈Digdiam
(f(x+ y)− igdiam(y)) ✭✸✳✹✸✮
Ui(x) = δg(f, igdiam)(x) ✭✸✳✹✹✮
=
∨
x∈Df ,y∈Digdiam
(f(x+ y) + igdiam(y)) ✭✸✳✹✺✮
♦ù Df ❡t Dg s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ f ❡t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
g ❡t i ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù i = 0 ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s Li ❡t Ui
s♦♥t é❣❛❧❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ✭L0 = U0 = f✮✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vi s✐t✉é ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✐♥s✐ ✿
Vi =
∑
x
(Ui(x)− Li(x)) ✭✸✳✹✻✮
✸✳✷✳ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✼✺
❊♥✜♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❇♦✉❧✐♥❣❛♥❞✲▼✐♥❦♦✇s❦✐ dbm ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
✈♦❧✉♠❡ V ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s i ✿
dbm = lim
i→0
(
d− log (Si)
log(i)
)
✭✸✳✹✼✮
♦ù Si ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ i ✿
Si = Vi − Vi−1
2
✭✸✳✹✽✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r
❡st ❞✐r❡❝t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❝♦✉❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❡t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡
❝♦✉❧❡✉r✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ét✉❞✐é❡s✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡✲
♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙♦✐❧❧❡ ❡t ❘✐✈❡st ❬✶✷✺✱ ✶✵✶❪
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✳
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝✲
t❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✓ ♠✐❞♣♦✐♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✔
❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ■✈❛♥♦✈✐❝✐ ❡t ❘✐❝❤❛r❞ ❬✻✹❪✳ P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❡ ♣❛✲
r❛♠ètr❡ H ❡st ✉t✐❧✐sé✳ H ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r❢ ❡t ❡st é❣❛❧❡ à dbm = d+1−H✱ ♦ù d
❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r❢ ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
]0, 1[✱ ♣❧✉s s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s r❡q✉✐❡rt ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡s ✹ ❝♦✐♥s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❝❡s ❝♦✉❧❡✉rs s❡r♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❛❧é❛t♦✐✲
r❡♠❡♥t✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉ss❞♦r❢ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✳ P♦✉r ❝❡
❝r✐tèr❡✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ t❡st ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✺✵ ✐♠❛❣❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s é✈♦❧✉❡♥t ❡♥tr❡ ✵ ✭❢♦rt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮ ❡t ✶ ✭❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ ✵✱✶✳
▲❛ ❜❛s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✺✺✵ ✐♠❛❣❡s✳
P♦✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜❛sé❡s s✉r
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧✱ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✱ ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✬❍❛♥❜✉r② ✭▲❙❍✮ ❡t ❞❡ ▲♦♣❡③ ✭■❘●❇✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✶✽❛ à ✸✳✶✽❡ s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛
❝♦✉r❜❡ ♣❧❡✐♥❡ ❡t ❜❧❡✉❡ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✺✵ ✐♠❛❣❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ✐❞é❛❧✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉r❜❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❝♦♠♣❧èt❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ét✉❞✐és ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✿
• ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✭♣♦✐♥t✐❧❧é
r♦✉❣❡✮ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st✐♠é❡s✳
• ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭t✐r❡ts ♥♦✐r✮ R2 ♣♦✉r
❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ❀
• ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ✿ y = x ❀
• ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✓ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ✔ Dy q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡t ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✮✳ ▲♦rsq✉❡ Dy ❡st
♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❝❧❛ss✐✜é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❙✐ Dy
❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t à ❧❡✉rs ❡①tré♠✐tés ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ sé♣❛ré❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✓ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ✔ Dy s✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ f(x) = ax✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ rés✉♠❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ét✉❞✐é❡s✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✶✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♠✐❡✉①
❝♦rré❧é❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛②❛♥t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❧✐♥é❛r✐té ♥é❛♥♠♦✐♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ R2 é❧❡✈é✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ s❡ ❞é♠❛rq✉❡ ❞❡s
❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦②❡♥♥❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✓ ✐❞é❛❧❡ ✔✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✓ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ✔ Dy s❡✉❧❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▲❙❍ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥é❣❛t✐✈❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
R2 Cor ❡q✉❛t✐♦♥ Dy
▼❛r❣ ✵✳✾✾✼✾ ✵✳✾✾✾ ② ❂ ✵✳✼✺✻① ✰ ✷✳✵✾ ✵✳✵✸✸✻
❉cum ✵✳✾✾✻✶ ✵✳✾✾✽ ② ❂ ✵✳✺✼✽① ✰ ✷✳✵✼ ✵✳✵✶✽
▲❙❍ ✭❍❛♥❜✉r②✮ ✵✳✾✾✵✺ ✵✳✾✾✺✺ ② ❂ ✵✳✼✼✼① ✰ ✵✳✶✽ ✲✵✳✵✵✶✺
■❘●❇ ✭▲♦♣❡③✮ ✵✳✾✾✵✼ ✵✳✾✾✺✷ ② ❂ ✵✳✾✺✺① ✰ ✵✳✶✷ ✵✳✵✶
❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙P✹ ✵✳✾✽✸✺ ✵✳✾✾✶✼ ② ❂ ✵✳✾✼✸① ✰ ✵✳✵✻ ✵✳✵✵✽
❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙◆P✺ ✵✳✾✾✶✻ ✵✳✾✾✺✽ ② ❂ ✵✳✾✻✸① ✰ ✵✳✵✻ ✵✳✵✵✻✾
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✸✳✷✳ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✼✼
✭❛✮ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ✭❜✮ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡
✭❝✮ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬❍❛♥❜✉r② ✭▲❙❍✮ ✭❞✮ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ▲♦♣❡③ ✭■❘●❇✮
✭❡✮ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❈❈▼▼ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t
✭❢✮ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❈❈▼▼ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❢r❛❝t❛❧❡ t❤é♦r✐q✉❡✳
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❉✬❛♣rès ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠❛r❣✐♥❛❧ ❡t ❝❡❧❧❡ ❜❛sé❡
s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡ q✉✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ✷ ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
❢r❛❝t❛❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❜❛s❡ ❞❡ t❡st✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s s❡ ❢❛✐t
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳
■❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥❦❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❡t ♥♦♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❧❛t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽❢ ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺ s♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ P♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s ❝✐té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❡t ❧✐és à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❛✈❡❝ é❧é✲
♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱
❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❞❡ t❡st✳ ❆❝t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣é♥ér❛t❡✉r
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s✲
♣❛❝❡s ♣♦❧❛✐r❡s ✭❈■❊▲❯❱✱ ❍▲❙✮ ♦✉ ✓ s❝❛❧❛✐r❡ ✔ ✭❘●❇✱ ❈■❊▲❆❇✱ ✳✳✳✮✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ rés✉❧t❛t ❡st é✈✐❞❡♥t ❡t ❞♦✐t ❛✐♥s✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡✳
✸✳✷✳✸ ■♥térêt ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
▲❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣r♦♣♦sés s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❛✐s
✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❢♦♥❞é s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❣r❛❞és
❡st ❞✐r❡❝t ❞❛♥s s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡
❜❛sé s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♦✉ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤✐✛r❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♥é❝éss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦♥s✐❞érés✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ▲❡s s❝♦r❡s
♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝✉♠✉❧ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✉r ❧❡s tr♦✐s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❣r❛❞és ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛
♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♦❜t❡♥❛♥t ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ✹ ❡t ❧❛ ♠♦✐♥s ♣r❡❢♦r♠❛♥t❡ ✉♥ s❝♦r❡ ❞❡ ✶✳ ▲❡ r❛t✐♦
❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ✶✷✳ ▲❡s s❝♦r❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡♠❡♥ts ❞❡s s✐① ♠ét❤♦❞❡s t❡sté❡s ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❛t✐♦ ❞❡ ✷✹✳ ▲❡ s❝♦r❡ t♦t❛❧ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s✳
✹✳ ❊❙P ✿ ➱❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t
✺✳ ❊❙◆P ✿ ➱❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t
✸✳✷✳ ❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✼✾
P♦✉r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ❞é✲
❢❛✉t ♣❛r ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆E r❡ss♦rt ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡sté❡s ✭s❝♦r❡ ❞❡ ✵✳✼✼✮✳
P♦✉r ❧✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✱ ❧❡s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢❛✈♦r✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ q✉✐ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❧❛❝❡ ✭s❝♦r❡ ❞❡ ✷✵✴✷✹✮✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭■❘●❇ ❡t ▲❙❍✮ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ∆E ❡t é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉✲
r❛♥ts ♣❧❛ts ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡ ✭✵✳✺✾✮ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s✳ ❊♥
❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
♥♦♥✲♣❧❛ts ❛✈❡❝ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ t❡①t✉r❡✳ ◆♦tr❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
▼ét❤♦❞❡s
■♥❝❡rt✐t✉❞❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❊①❛❝t✐t✉❞❡ ♣♦✉r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s
❚♦t❛❧
▼❛r❣✐♥❛❧❡
✵✴✶✷ ✭❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡
❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs✮
✷✵✴✷✹ ✵✱✹✷
❉✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ✵✴✶✷ ✭✐♥st❛❜✐❧✐té✮ ✶✻✴✷✹ ✵✱✸✸
▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
■❘●❇
✸✴✶✷ ✶✸✴✷✹ ✵✱✹✵
▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
▲❙❍ ❡t ❙▲❍
✽✴✶✷ ✾✴✷✹ ✵✱✺✷
❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙P
✶✶✴✶✷
✶✶✴✷✹ ✵✱✻✾
∆E ❊❙◆P ✶✺✴✷✹ ✵✱✼✼
❈❈▼▼ ❛✈❡❝ ❊❙P
❡t ∆E2000
✽✴✶✷
✵✴✷✹ ✭❛❜❛♥❞♦♥♥é❡ ❧♦rs
❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✮
✵✱✸✸
❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❙❝♦r❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
✸✳✸ ❈r✐tèr❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ré♣✉té❡s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s ❡♥ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡
à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts✱
❧✬✐♠❛❣❡ ✈❛ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥✐❡ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s♦♠❜r❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❝❧❛✐r❡ ♣♦✉r
❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✓ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✔ ❀ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✔✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✓ ❝♦✉❧❡✉r ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ ✔✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛✐♥s✐ ♣✉✐sq✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ✭ér♦✲
s✐♦♥ ♦✉ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t r❡st❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✹✾ ❡t ✸✳✺✵ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ C−∞ ❡t ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ C+∞✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts✳
C−∞ =
∧
x∈Df
Cx ✭✸✳✹✾✮
C+∞ =
∨
x∈Df
Cx ✭✸✳✺✵✮
♦ù Df Dg s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t✳ ❈❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧♦rsq✉❡
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉✲
r❛♥t ❡st s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳
▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ ❡t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s
t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❧✬✐♥✜♠✉♠✴s✉♣r❡♠✉♠✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❢♦r✲
❝é♠❡♥t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❀ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡✳
❊♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ♥✬❡st ♣❛s
✉♥✐q✉❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s ❞♦♥❝ s✉r ❞❡✉①
❤②♣♦t❤ès❡s t✐ré❡s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❡st q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✈❛❧✐❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✉❥♦✉rs ✈❡rs ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❀ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡
♣❛s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❝❡tt❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
✸✳✸✳ ❈r✐tèr❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✽✶
t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts à
❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞✬é❝❤❡❧❧❡s✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✐✈❡r❣❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐té✲
r❛t✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ❈❡s ❜✐❛✐s ❧♦❝❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✉① ♣❛tt❡r♥✲s♣❡❝tr❛✱ ❛♥❛❧②s❡
❣r❛♥✉❧♦♠étr✐q✉❡✱ ❡t❝✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ✈♦♥t êtr❡ ♦❜s❡r✈és✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❙✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡✈r❛ t♦✉❥♦✉rs êtr❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳
❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵
♠♦♥tr❡ ❧❡s q✉✐♥③❡ ✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳ ❆✜♥ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s s♦✐❡♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱
t♦✉t❡s ❝❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✷✾×✶✷✾ ♣✐①❡❧s✳ ▲❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐èr❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛
❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❖✉t❡① ❬✾✹❪✱ ❧❡s ❝✐♥q s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❈♦r❡❧ ❬✽✹❪ ❡t ❧❡s
❝✐♥q ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♥♥✉❡ ❬✻✹❪✳
❖
✉t
❡①
✭❛✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✶ ✭❜✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✷ ✭❝✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✸ ✭❞✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✹ ✭❡✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✺
❈
♦r
❡❧
✭❢✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✶ ✭❣✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✷ ✭❤✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✸ ✭✐✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✹ ✭❥✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✺
❋
r❛
❝t
❛❧
✭❦✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✶ ✭❧✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✷ ✭♠✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✸ ✭♥✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✹ ✭♦✮ ✐♠❛❣❡ ♥◦✺
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵ ✕ ■♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❡①tr❛✐t❡s
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t tr♦♥q✉é❡s ♦✉ ❣é♥éré❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡
❡t é❣❛❧❡ à ✶✷✾×✶✷✾ ♣✐①❡❧s✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
✭✜❣✉r❡s ✸✳✷✺ ❡t ✸✳✷✻✮✳
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ✶✺ ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳ ▲❛
❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❖✉t❡① ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❣❛♠✉t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠✲
♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s❡r❛ ❛❧♦rs ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❡r❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ t❡①t✉r❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❝❡s ✐♠❛❣❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ ♥✉❛❣❡ ♣❛r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✓ ❞✐st❛♥❝❡s ✔ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❛♥t ❞ès
❧♦rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❈♦r❡❧ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ♠♦✐♥s t❡①t✉ré❡s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s❡r❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉✲
t❡①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ❡t ❈♦r❡❧
♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛s à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡✉① ❜❛s❡s✳ ❊♥✜♥ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞♦♥t ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t❡①t✉r❡ ✈❛r✐❡✳ P❧✉s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♠♦✐♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❡st ❞✐r❡❝t✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✳
P♦✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧✬♦r❞r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧✱ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ▲❙❍✱ ❧✬♦r❞r❡
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ■❘●❇ ❡t ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❡s ❝r✐tèr❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧
♦r❞r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥✐❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦❝✐té ❡♥tr❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ✉♥ ✜❧tr❡ ♠é❞✐❛♥✳
▲❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❛♥s ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s❡❧♦♥ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐sé✱
❧❛ ♣r✐♦r✐s❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♠❛r❣✐♥❛❧✱ ❡t❝✳✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐s♣❛r✐té ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✷✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ♦❜t❡✲
♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❋r❛❝t❛❧✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ✐♠❛❣❡s
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡s ❋r❛❝t❛❧✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ❡t ❈♦r❡❧ ♦♥t ❞❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❝♦✉❧❡✉r
♣♦✉r ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❧✐♥é❛✐r❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✶✮ ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs
❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❡s ❜❛s❡s✳
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡
♠❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✐r q✉❡ ♣❛r s♦♥ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
♦❜t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
✸✳✸✳ ❈r✐tèr❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✽✸
✭❛✮ ❖✉t❡① ♥◦✶ ✭❜✮ ❈♦r❡❧ ♥◦✶ ✭❝✮ ❋r❛❝t❛❧ ♥◦✶
✭❞✮ ❖✉t❡① ♥◦✷ ✭❡✮ ❈♦r❡❧ ♥◦✷ ✭❢✮ ❋r❛❝t❛❧ ♥◦✷
✭❣✮ ❖✉t❡① ♥◦✸ ✭❤✮ ❈♦r❡❧ ♥◦✸ ✭✐✮ ❋r❛❝t❛❧ ♥◦✸
✭❥✮ ❖✉t❡① ♥◦✹ ✭❦✮ ❈♦r❡❧ ♥◦✹ ✭❧✮ ❋r❛❝t❛❧ ♥◦✹
✭♠✮ ❖✉t❡① ♥◦✺ ✭♥✮ ❈♦r❡❧ ♥◦✺ ✭♦✮ ❋r❛❝t❛❧ ♥◦✺
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✶ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ✶✺ ✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✷ ✕ ❈♦✉❧❡✉rs ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❡①♣r✐♠é❡ ❡♥
∆ ❊ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇✮ à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭♥♦✐r ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❜❧❛♥❝
♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s✳
✸✳✸✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠✉❧t✐✲✐tér❛t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♠♦✐♥s ❝♦✉t❡✉① ❡♥ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞✬❛rt❡❢❛❝ts ❞❛♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs
♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❧❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡
♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs êtr❡ ♣❡rt✉r❜é❡ ♣❛r ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ s✐♥✉❡✉①✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥✐❝♦❧♦r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵✳ ▲✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✸
❝♦♥t✐❡♥t ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✶✺ ✐♠❛❣❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛
❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s ❖✉t❡① s♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✷ ❛✉tr❡s ❜❛s❡s ✭✶èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛s♣❡❝t
t❡①t✉ré ✐♥❞✉✐t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❧✉s ✜♥❡s ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❡s ❜✐❛✐s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧♦❝❛✉① s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ ❝❛♣tés ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
♣r✐s❡ ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ✐♥❞✉✐s❡♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s♣é❝✉❧❛r✐tés✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞♦♥❝
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡s ✐♠❛❣❡s t❡①t✉ré❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ③♦♥❡s ♥♦♥
✐❧❧✉♠✐♥é❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❢❛✐❜❧❡s ♣❧✉s é❧♦✐❣♥és ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠é❞✐❛♥❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
✸✳✸✳ ❈r✐tèr❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✽✺
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✸ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ér♦s✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✳
P♦✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣♦✉r ❧❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ér♦s✐♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▲❙❍ s❡
tr♦✉✈❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞é❢❛✈♦r✐sé❡s✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♠❜r❡s ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧❛♥ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❡♥tr❛✐♥❡ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡t t❡✐♥t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❘●❇ ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❞❡ t❡✐♥t❡ ❞❛♥s s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ■✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❧❛ ✷è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✸✳✷✶✱ ❧❛ ❜❛s❡ ❈♦r❡❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡
❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ❙✐ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①✐st❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡r❝❡♣t✐❜❧❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ♥✬♦❜s❡r✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭q✉❡❧q✉❡s ✉♥✐tés✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❡✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳ ▲❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♦❜t✐❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs é❧♦✐✲
❣♥é❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
♥é❝éss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♦♥t été ❣é♥éré❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ♠❛✐s ❡①❝✐t❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✸è♠❡
❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✶✮✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s
❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ r✐❝❤❡ss❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
♣❛r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ✷ ❛✉tr❡s ❜❛s❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡①♣❧♦ré❡s ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❡s ✺ ❝❛s✱ ♠❛✐s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s♦♥t
❞✉❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ à ♣❛rt✐r
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✐♥s✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✱ ❝❡s
✺ ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs
❝❧❛✐r❡s ❡t s♦♠❜r❡s ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ▲❛ ③♦♥❡ s♦♠❜r❡ s❡ s✐t✉❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝❧❛✐r❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s❡
s✐t✉❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r❛ ♣❧✉s ✈✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
s✐t✉é❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ■❘●❇ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❢r❛❝t❛❧❡
❞✐❧❛té❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ tr♦✉✈❡ êtr❡ ✉♥❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡ s✐t✉❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
P♦✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛✲
t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t
❧❡s ✐♠❛❣❡s✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✈❛r✐é❡s ❡♥ ❝♦✉❧❡✉rs ❡t
❡♥ t❡①t✉r❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ t❡st s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❱✐st❡① ❬✶✵✷❪ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✶✻✼
✐♠❛❣❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✹ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❧♦rs
❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❱✐st❡①✳
▲❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ■❘●❇ r❡ss♦rt ♥❡tt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❱✐st❡① s♦✉✈❡♥t tr❛✐tés
❛✈❡❝ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ❜✐❡♥ ❛❞❛♣tés à ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ▲❙❍✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ■❘●❇ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❛♣♣❛r❛îtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝❡ q✉❡ ❝♦♥t❡st❡ ❝❡ rés✉❧✲
t❛t q✉✐ ❡st ❧✐é ❛✉① ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦✉❧❡✉r s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❈▼▼ ❡st ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ■❘●❇ s✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦✉❧❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡✳
✸✳✸✳✷ ❊t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ✓ ré❢ér❡♥❝❡ ✔✳ ◆♦✉s ét✉✲
❞✐♦♥s ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ✓ ré❢ér❡♥❝❡ ✔✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ s❡✲
❝♦♥❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ P♦✉r ❧❡s ✹ ♠ét❤♦❞❡s t❡sté❡s✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✸✳✸✳ ❈r✐tèr❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✽✼
❡st ❧❡ ❜❧❛♥❝ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥♦✐r ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ s♦♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✷✮✳
❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✷✺ ❡t ✸✳✷✻ ♠♦♥tr❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛s❡s✳ ▲❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✻❛ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❈▼▼ ♣rés❡♥t❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❧❡s ♣❧✉s
❜❛ss❡s ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ✭❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡✮✱
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ▲❙❍ ❡t ■❘●❇ ♥✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ str✐❝t❡ ❀ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐❧❛té❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ♣rés❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❡①t✉r❡s ❝♦❧♦ré❡s ❞❡ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ q✉✐ ♠❡tt❡♥t à ♠❛❧ ❝❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✳ P♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✺❛✮✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❙❍ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❝♦♥✜r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t
❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♠❜r❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✉t✐❧✐s❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧❛♥ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t ❡♥tr❛✐♥❡
❞❡s ♥♦♥✲❧✐é❛r✐tés ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡t t❡✐♥t❡✳
P♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❈♦r❡❧ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✻❝✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ■❘●❇ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ✹ ❞❡s ✺
✐♠❛❣❡s✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♠♣r✉♥té ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st très
é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♠❛r❣✐♥❛❧❡✱ ▲❙❍ ❡t ❈❈▼▼ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ str✐❝t❡ ❡t ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✺❝✮✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ✉♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❙❍ ♣♦✉r ❧❛ ✷è♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
❧❛ ❜❛s❡✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♦♥t ❞❡s t❡①t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡①❝✐t❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r s✉r ❧❛
✜❣✉r❡s ✸✳✷✻❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ■❘●❇ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
s✬é❝❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❙❍ ❞✐✈❡r❣❡ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❝♦✉✲
❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s sé♣❛r❛♥t
t❡✐♥t❡ ❡t s❛t✉r❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡s ❡t ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❜✐❛✐s s✬❛❝❝✉♠✉❧❛♥t ❡t ❡♠♣ê❝❤❛♥t
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ str✐❝t❡ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✺❡✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t s❡✉❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈▼▼ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ str✐❝t❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t été ❣é♥éré❡s ❞❛♥s ❘●❇✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ✭✷è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s
✜❣✉r❡s ✸✳✷✺ ❡t ✸✳✷✻✮✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t
❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ■❘●❇ ❡t ▲❙❍ s♦♥t ♣r✐✲
♥✐❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s❡s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❢r❛❝t❛❧❡✳ ❙❡✉❧❡✱ ❧❛
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❈♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❈♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡
❖
✉t
❡①
✭❛✮ ✭❜✮
❈
♦r
❡❧
✭❝✮ ✭❞✮
❋
r❛
❝t
❛❧
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✺ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜❧❛♥❝ ♣♦✉r ❧❛ ✶èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡
❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ✷è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳
✸✳✸✳ ❈r✐tèr❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ✽✾
❈♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❈♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡
❖
✉t
❡①
✭❛✮ ✭❜✮
❈
♦r
❡❧
✭❝✮ ✭❞✮
❋
r❛
❝t
❛❧
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✻ ✕ ❈♦✉r❜❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ▲✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜❧❛♥❝ ♣♦✉r ❧❛ ✶èr❡
❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ✷è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳
✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ str✐❝t❡ ♠✐s❡ à ♣❛rt ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡
❖✉t❡①✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♦❜❧✐❣❡❛♥t
❛❧♦rs ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs à s✬é❧♦✐❣♥❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t♦✲
t❛❧✐té ❞❡s ❝❛s✱ s❛✉❢ ✉♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ s✬❡①♣❧✐q✉❛♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❡st ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✐❞❡♠✲
♣♦t❡♥❝❡ ♠❛✐s s✉rt♦✉t à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
✸✳✸✳✸ ■♥térêt ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡
▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s à ❡✉① s❡✉❧s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
♠ét❤♦❞❡ ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❞✉✐s❛♥t ❞❡s
❜✐❛✐s ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞é♣❡♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠ê♠❡ s✐ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞é❢❛✉ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ✈♦✐r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❈❡
❞❡r♥✐❡r ❝r✐tèr❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♠✉❧t✐✲✐tér❛t✐❢✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦✉ ✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✮ ♥✬✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❞✬❛rt❡❢❛❝ts ❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥
t❡❧ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
▼ét❤♦❞❡s
❉✐st❛♥❝❡ à ❧❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❱✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❈❤❡♠✐♥ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❚♦t❛❧
▼❛r❣✐♥❛❧❡ ✸✴✹ ✶✴✹ ✶✹✴✶✺ ✰ ✶✺✴✶✺ ✵✱✻✻
❉✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✵
▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
■❘●❇
✶✴✹ ✷✴✹ ✸✴✶✺ ✰ ✶✶✴✶✺ ✵✱✹✶
▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ▲❙❍ ✷✴✹ ✸✴✹ ✷✴✶✺ ✰ ✶✶✴✶✺ ✵✱✺✻
❈❈▼▼ ✸✴✹ ✸✴✹ ✶✺✴✶✺ ✰ ✶✹✴✶✺ ✵✱✽✷
❚❛❜❧❡ ✸✳✼ ✕ ❙❝♦r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✳
▲❛ t❛❜❧❡ ✸✳✼ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠é✲
r✐q✉❡✳ ▲❡s s❝♦r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① s❝♦r❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡ s❝♦r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡
❞✉ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✭♥♦t❡ ❞❡ ✹ ♣♦✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡t ❞❡ ✶ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✮✳ ▲❡ s❝♦r❡
♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ♣♦✉r
❧❡s ✶✺ ✐♠❛❣❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ▲❡
✸✳✹✳ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✾✶
s❝♦r❡ t♦t❛❧ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s✳
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ■❘●❇ s♦♥t ❣ê♥é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s t❡①t✉r❡s ✜♥❡s ✭❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✮✳ P♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♠✐✲
té❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ▲❙❍ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝♦ûts ré❞✉✐ts✱
♠❛✐s s❛♥s ❣❛❣❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥♦♥ str✐❝t❡✮✳ ❙❡✉❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❈▼▼
❛ss✉r❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♣❛r r❡t♦♠❜é❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts q✉✐
❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
✸✳✹ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✽ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♣♣♦rts ❞❡s ❝r✐tèr❡s t❡stés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❇✐❧❛♥
❈r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❜❛sés s✉r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s
❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❢❛❝❡ à
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r
❈r✐tèr❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
▼✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡ ❞é❣r❛❞és ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❊❙◆P
♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✳
❈r✐tèr❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té
♥✉♠ér✐q✉❡
▼✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧é①✐té ❞❡s t❡①t✉r❡s
❝♦✉❧❡✉r
❚❛❜❧❡ ✸✳✽ ✕ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s✳
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❀ ❡①❝❡♣t✐♦♥
❢❛✐t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s ❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✭♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦tr❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧
❤✉♠❛✐♥ ❡t ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s❡ ❛❧♦rs ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t ♣❛s ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉❛✉①✳
❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✴❢❡r♠❡t✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥✲
s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✴❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❛♥s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳
▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
♣❛r❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❜✐❛✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡s✉r❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❛t✲
t❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❝♦♥❝♦r❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐✲
q✉é❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st✐♠❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦✉ ❞✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡ ♥é✲
✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡t ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐①
❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉✈❛♥t ❣ê♥❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s
❝✉♠✉❧é❡s à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✴✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t✱ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡✱ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ♥♦♥✲
❧✐♥é❛r✐tés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❛ttr✐❜✉ts
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡①✐❣❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ❡t ❛✐r❡s ❝♦✉❧❡✉r✱
s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❧♦❣✲❧♦❣✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❝♦✉❧❡✉r ❣é♥éré❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡
❧❛ t❡①t✉r❡✳
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s r❡♠❛rq✉❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
❛✈❡❝ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❢r❛❝t❛❧s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ♣❧✉s ❛❞❛♣✲
tés ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ❧❡s s❝♦r❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t❡sté❡s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✾✮✳ ▲❡ s❝♦r❡ ✜♥❛❧ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s❝♦r❡s ❞❡s tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s✳
▼ét❤♦❞❡s
❈r✐tèr❡ s✉r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s
❈r✐tèr❡s
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡
❈r✐tèr❡
❞✬❡✣❝❛❝✐té
♥✉♠ér✐q✉❡
◆♦t❡
✜♥❛❧❡
▼❛r❣✐♥❛❧❡ ✷✴✸ ✵✱✹✷ ✵✱✻✻ ✶✱✼✺✴✸
❉✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ✵✴✸ ✵✱✸✸ ✵ ✵✱✸✸✴✸
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■❘●❇
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▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
▲❙❍
✶✱✸✴✸ ✵✱✺✷ ✵✱✺✻ ✶✱✺✶✴✸
❈❈▼▼
✸✴✸
✭❛✈❡❝ ❊❙P ❡t ❊❙◆P✮
✵✱✼✼ ✵✱✽✷ ✷✱✺✾✴✸
❚❛❜❧❡ ✸✳✾ ✕ ❙❝♦r❡ ✜♥❛❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢❛❝❡ ❛✉① ❝r✐tèr❡s t❡stés✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐sé ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s s♦♥t s✉♣ér✐❡✉rs ❛✉① ❛✉tr❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ♠❛✐s ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇ ❝❡ q✉✐ ❧❛ ❢❛✈♦r✐s❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs q✉✐ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❣r❛❞és
❝♦✉❧❡✉r✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡ ♥❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣❛s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉❛❧✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐✲
❧✐s❡ ♥✬❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t
❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦♥ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡st très é❧❡✈é ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❙❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st très ✐♥st❛❜❧❡ ❡t s♦♥ ér♦s✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ✜❧tr❡
♠é❞✐❛♥✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝✉♠✉❧é❡
✸✳✹✳ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✾✸
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
▲❡s ♦r❞r❡s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ■❘●❇ ❡t ▲❙❍ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ s❡♥s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠❛✐s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❡rr❡✉rs✳ ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉✲
❧❡✉r ✉t✐❧✐sé ❡st ✐❝✐ ❛✉ss✐ ✉♥ ♠✐r♦✐r ❛✉ ❜❧❛♥❝ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞✬♦ù ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
✐♥❞✉✐ts ❧♦rs ❞✉ t❡st ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡✉rs
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ❞étér✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❣r❛❞és ❝♦✉❧❡✉r ❛♣rès ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♠❛✐s r❡st❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✱
❡①♣❧✐q✉❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡✉r ♣♦♣✉❧❛r✐té ❛❝t✉❡❧❧❡✳
❊♥✜♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ à ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t
❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ✈❛❧✐❞❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❣r❛❞és✱ ❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s
❞✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t s❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢❛❝❡ ❛✉①
❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t s❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❢r❛❝✲
t❛❧❡s s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❛ r❡♥❞ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❈▼▼ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ♥♦s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ s✉rt♦✉t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❛tt❡♥❞✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ ❡t ❧✬✐♠♣❛❝t q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r s✉r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ s♦♥t
♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❡♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥♥❡r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳ ❉❛♥s
❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❧❡ s❡♥s ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡r❝❡♣t✉❡❧✱ ❞✬♦ù ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
❛❞✲❤♦❝✱ ❡t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s♣❡❝tr❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s à ❞é✜♥✐r✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s
❝r✐tèr❡s ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✈❛❧✐❞❡ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❛tt❡♥❞✉❡ à ✉♥❡
❧✐♥é❛r✐té ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ✐❝✐ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
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♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
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✹✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✶✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✶✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✶✳✷✳✶ ❖r❞r❡ t♦t❛❧ ❡t ❝♦♥❥♦♥❝t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦♣♦s ✳ ✳ ✳ ✾✽
✹✳✶✳✷✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✹✳✶✳✷✳✸ ➱❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✷ Pr❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✷✳✶ ➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵
✹✳✷✳✷ ●r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❇❡✉❝❤❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✹✳✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
✹✳✸ ❇✐❧❛♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸
▲❡ ♣r♦♣♦s ♠étr♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ❣✉✐❞❡ ❡♥ ❛rr✐èr❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à s♣é✲
❝✐✜❡r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡s ❛✉ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦s tr❛✈❛✉①
s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ s♦✐t ❧✬✐♠❛✲
❣❡r✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✭♠✉❧t✐ ♦✉ ❤②♣❡r✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❞❛♣tés à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❝♦♥♥❛✐t ✉♥ ❡ss♦r ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥✲
♥é❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❀ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r
❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬é❝♦❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ t❡rr❡str❡ ♦✉
❞❡ ❧❛ ✈é❣ét❛t✐♦♥ ❬✽✺✱ ✶✷✾❪ ♦✉ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝✐❜❧❡ ❬✶✵✼❪✳ P♦✉r t♦✉s
❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❛ té❧é❞ét❡❝t✐♦♥✱ s♦✉✈❡♥t r❛♠❡♥é❡ à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❉✐✈❡rs❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❬✹✻❪✱
❧❡s ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼✮ ❬✽✽❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❢♦rêts ❞✬❛r❜r❡s ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧s ❬✺✶❪✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❡st ❧❛ ♥♦♥ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛✲
t✐❛❧❡✳ ▲❡s ♣✐①❡❧s s♦♥t tr❛✐tés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s s♣❡❝tr❛❧❡s s❛♥s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳
❑❡t✐❣ ❡t ▲❛♥❞❣r❡❜❡ ❬✻✾❪ ❢✉r❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡s ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬♦❜❥❡ts ❜❛sé s✉r ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡
✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ s✉❝❝é❞èr❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✴❢✉s✐♦♥ ❬✶✸✵❪✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉r ❬✶✷✽❪✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✜❧s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❬✶✽❪✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
❡❛✉① ❬✾✶❪✱ ❡t❝✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐q✉❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♥t ❞é❥à été ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡❛✉① ❬✾✶❪✱ ❧❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❬✷❪✱ ❧❡s ♣r♦✜❧s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❬✼✹❪✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❬✶✸✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡♥t à ✉♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▲❛
♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❛ss❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s ♣♦✉r✱ s♦✐t ré❝✉♣ér❡r ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ s♦✐t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ tr♦✉✈❡r ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈é❡✳
▲❛ ♥♦♥✲♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ❡st
❞✉❡ à ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢♦✉r✲
♥✐r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡t q✉❛s✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ✶✵✵
✈♦✐r❡ ✸✵✵ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧♦✉r❞s ❡t ❝♦ût❡✉① ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❬✶✵✻❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rs ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❡❧é ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦✉ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ♣❤é♥♦♠è♥❡
❞❡ ❍✉❣❤❡s ❬✻✵❪✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞ès ❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝r♦✐t ❬✹✷❪✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛✉t❡✉rs ré❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❛✈❛♥t t♦✉t
tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣❛❧✐❡r ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡✉r ❝❤♦✐①✱ ❝❡s ❛✉t❡✉rs s❡
❜❛s❡♥t s✉r ❞❡✉① r❡♠❛rq✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
t❡♥❞ à r❡♥❞r❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❧♦rs ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❬✺✵❪✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐té✳
✾✼
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❜❛♥❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s
❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡s ❬✶✵✻✱ ✼✷❪✳
❉✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳ ❈❡rt❛✐♥s ré❞✉✐s❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜❛♥❞❡s ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❬✶✷✵✱ ✸✺✱ ✽✻❪✳
❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs r❡❣r♦✉♣❡♥t ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s q✉✐ s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ❞✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♦❜t❡♥✉s ❬✹✸❪✳ P♦✉r ✜♥✐r ❧❛
♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✐♥❢ér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s Pr✐♥❝✐♣❛❧❡s ✭❆❈P✮ ❬✻✼❪✱ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❋❛❝t♦r✐❡❧❧❡
✭❆❋✮ ❬✾✶❪✱ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❡♥ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡s ■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❆❈■✮ ❬✶❪✱ ❧✬❆♥❛❧②s❡ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❞❡
❋✐s❤❡r ✭❆❉❋✮ ❬✶✷✼❪✱ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ❬✻✻✱ ✷✹❪✱ ❡t❝✳ ❆♣rès ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥s❡r✈❡♥t s♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❬✸✷❪ s♦✐t ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❬✻✺❪✳
▼❛❧❣ré q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ s♦✐t ❛①é❡ s✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❛♥t t♦✉t tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s✱
❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡♥t ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❬✹✼❪✳ ❉❡✉① r❛✐s♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ♣ré❝✐s ❡t s✉rt♦✉t
r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡✳ ❖r✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ♥❡ s❡r❛
❞♦♥❝ ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛♣rès ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts r♦❜✉st❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♠étr♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❞♦♥❝ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡ ❜❛♥❞❡s ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◗✉❡❧❧❧❡s
q✉❡ s♦✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
tr❡✐❧❧✐s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❛❞❛♣té ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐r ♦✉ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛✐té❡✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉
❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❬✻✽✱ ✶✸✾❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❛❞❛♣té ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛ts ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ∆E ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❛✉❣♠❡♥t❛✐t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡✳ P♦✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
✹✳✶ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts
s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❈❈▼▼✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣✐st❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
✹✳✶✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡①✐s✲
t❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♠❛✐s ♣❛ss❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ét❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r
♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣♦✉r ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ r❡♥❞ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs
❈❈▼▼ ❣é♥ér✐q✉❡✳
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛✉① s❡ ♥♦t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
−−−→
O−∞
❡t
−−−→
O+∞✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ Rn ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❡❝tr❛❧❡s C1 ❡t C2 s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦té❡ ||−→. ||✳ ▲❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ Cx ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡
Cy ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
−−−→
O−∞ s✐ ✿
Cx  Cy ⇔ ||
−−−−−→
CxO
−∞|| ≤ ||−−−−−→CyO−∞|| ✭✹✳✶✮
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ Cx ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ Cy✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
−−−→
O+∞ q✉❛♥❞ ✿
Cx  Cy ⇔ ||
−−−−−→
CxO
+∞|| ≤ ||−−−−−→CyO+∞|| ✭✹✳✷✮
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡s ❡st
♣♦sé✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t❡ à ❝❡ st❛❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
✹✳✶✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡
✹✳✶✳✷✳✶ ❖r❞r❡ t♦t❛❧ ❡t ❝♦♥❥♦♥❝t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦♣♦s
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à ♣❧✉s ❞✬✶
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
✹✳✶✳ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✾✾
❖r❞r❡ t♦t❛❧
♣♦✉❡t
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧
♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳
P♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥❉✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st ❞❡ n+ 2 ✭éq✉❛✲
t✐♦♥ ✹✳✸✮✳ P❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à ❛❥♦✉t❡r ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡st ❞é❧✐❝❛t✳
∨
x∈(Df∩Dg)
{f(x)} = SDn+2 =
{
Cy : ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r Cx ∈ SDn+1
}
✭✹✳✸✮
...
SD3 =
{
Cy :
−−−−−−−→||CyO−∞|| =
∨
∀Cx∈SD2
{−−−−−−−→||CxO−∞||}
}
;
SD2 =
{
Cy :
−−−−−→||CyCi|| =
∨
∀Cx∈SD1
{−−−−−→||CxCi||}
}
; ✭✹✳✹✮
❡t SD1 =
{
Cy :
−−−−−−−→||CyO+∞|| =
∧
∀x∈(Df∩Dg)
{−−−−−−−→||CxO+∞||}
}
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
♣♦✉❡t
▼❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✱ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐✲
s♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té
❞❡s ❝❛s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ▲❡
❈❤❛♥t❡✉r ✔ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✓ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✔✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✭∀ Cx, Cy ∈ Rn, Cix = Ciy, i = 1..n✮✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs
❡st ❞û ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s q✉❡
❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t é❣❛❧❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛✐♥s✐ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ s❝è♥❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❞❡✉①
❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡st r❛r❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❞✐s❝✉té ♠❛✐s ♥❡ r❡♠❡t ♣❛s ❡♥ ❝❛✉s❡
❧❛ s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs✳
P❛rt❛♥t ❞✉ ❝♦♥st❛t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
▲✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥ ❜r✉✐t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ❝❡ ❜r✉✐t ❡st ❝❛r❛❝✲
tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱
♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦✐❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠ê♠❡ ❡①tr❡♠✉♠ ❞é❝r♦✐t
✭éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✺✮✳
prob(#(
k−1⋂
i=1
Sdi) > 1) > prob(#(
k⋂
i=1
Sdi) > 1) ✭✹✳✺✮
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❈❈▼▼✳
❛✈❡❝ Sdi ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥◦i ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♥❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ q✉❛s✐ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶ ✈✐❡♥t ❝♦♥✜r♠❡r
❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ s❛♥s ❡♥ ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs s♣❡❝tr❛✉①✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬êtr❡
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❞❛♣té❡s ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t
❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
✹✳✶✳✷✳✷ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ré❣✐ ♣❛r s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦tr❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é
à t❡st❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ st❛✲
❜✐❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❖r✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♠♣❛❝t❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❞✉❛❧✐té✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐té ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ s②♠étr✐q✉❡ ✭||−−−→CxCy|| = ||−−−→CyCx||✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡
✭||−−−→CxCy|| ≤ ||−−−→CxCz||+ ||−−−→CzCy||✮ ❡t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♦✉ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❧✐é❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛❧✐❞❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦✉
❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ s❡♥s
♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆E ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬➱❝❧❛✐r❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧✳ P♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✱
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛✲
r❡r ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ t❡st ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳
✹✳✶✳ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✶✵✶
➚ tr❛✈❡rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s
❞♦♥❝ ❞✬♦r✐❡♥t❡r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✉r ❧❡✉r ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❡t ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s②♥t❤ét✐q✉❡s
♣♦✉❡t
▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐sé ❡st s✐♠♣❧❡ ❡t ❜❛sé s✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛rté
❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t❡✐♥t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s②♥✲
t❤ét✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ❛✐♥s✐ ✿
• P♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷❛✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
❡st ❡♥ r♦✉❣❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛♠♣❧✐✜é❡ ❡st ❡♥ ❜❧❡✉✳
• P♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ t❡✐♥t❡✱ ♥♦✉s tr❛♥s❧❛t♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷❜✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❡♥ r♦✉❣❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st tr❛♥s❧❛té❡ ❡st
❡♥ ❜❧❡✉✳
✭❛✮ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
✭❜✮ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✓ ✐❞é❛❧❡ ✔ ❛s♦❝✐é❡✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❡♥ r♦✉❣❡ ❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛②❛♥t s✉❜✐ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❜❧❡✉✳
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
◆♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡s ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉①
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡t ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❞éq✉❛t❡ ❛✉r❛ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✸✮
❞♦♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❡t à ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❛✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❢❛❝❡ à ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐❞é❛❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠❜✐♥é❡
à ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ✿
❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ tr♦✐s t②♣❡s
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡
▼✐♥❦♦✇s❦✐✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢❛❝❡ ❛✉① ❣r❛♥❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ▲❡
❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳
P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♥♦✲
té❡s h1 = {h1ci, i = 1..n} ❡t h2 = {h2ci, i = 1..n} ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt t②♣❡ ❞❡ ✶✵✳ ❈❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Rn ❛✈❡❝ n r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ✐❝✐ ♥ ❡st ✜①é à ✶✷✵✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞✬♦r❞r❡ ✷ q✉✐ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❛❞✲❤♦❝✳ ❙❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹❛✮✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹❛✮✳
✹✳✶✳ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✶✵✸
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dL2(h
1, h2) =
√√√√ n∑
i=1
(h1ci − h2ci)2 ✭✹✳✻✮
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ●❡♠❛♥✲▼❝❈❧✉r❡✳ ■❝✐ ❛✉ss✐✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s❛t✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹❜✮✳ ❉❡ ♣❧✉s
❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹❜✮✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ●❡♠❛♥✲▼❝❈❧✉r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dGMC(h
1, h2) =
n∑
i=1
(h1ci − h2ci)2
1 + (h1ci − h2ci)2
✭✹✳✼✮
✭❛✮ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✭❜✮ ●❡♠❛♥✲▼❝❈❧✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❛✉①
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡t ●❡♠❛♥✲▼❝❈❧✉r❡✮
◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❙✇❛✐♥ ❡t ❇❛❧❧❛r❞ ❛✜♥ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ❊❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ♥♦r♠❛❧✐sés✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❛t✉r❡
❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✶✳ ▲❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
ét❛♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺❛✮✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
dSmi(h
1, h2) = 1−
∑n
i=1min(h
1
ci, h
2
ci)
min
(∑n
i=1(h
1
ci),
∑n
i=1(h
2
ci)
) ✭✹✳✽✮
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t t♦✉t
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❙✇❛✐♥ ❡t ❇❛❧❧❛r❞✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s②♠étr✐❡✳
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❏❡✛r❡② ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡
❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ▲✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❡❧❧❡ s❛t✉r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✺❜✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡
♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♣❡t✐t❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❏❡✛r❡② ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
DJ(h
1, h2) =
n∑
i=1
(
h1ci log
2h1ci
h1ci + h
2
ci
+ h2ci log
2h2ci
h1ci + h
2
ci
)
✭✹✳✾✮
✭❛✮ ❙♠✐t❤ ✭❜✮ ❏❡✛r❡②
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❛✉①
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭❙♠✐t❤ ❡t ❏❡✛r❡②✮
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ χ2✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡
❡st q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❡st r❡s♣❡❝té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ t❡st✱
♠❛✐s ❞✐✣❝✐❧❡ à ✈❛❧✐❞❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ré❡❧✳ ❙❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢❛❝❡ ❛✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
✭✜❣✉r❡ ✹✳✻❛✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛✐s
✉♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✉ χ2 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Dχ2(h
1, h2) =
n∑
i=1
(h1ci − h2ci)2
(h1ci + h
2
ci)
2
✭✹✳✶✵✮
▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✻❜✮✱ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼❛✮
❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ✭✜❣✉r❡ ✹✳✼❜✮ q✉✐ ♦♥t ❞❡s é❝r✐t✉r❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈❡s ❞✐st❛♥❝❡s s❛t✉r❡♥t
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ||Hp|| q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✿ dL1(Hp) =
∑n
i=1(h
p
ci)✳
✹✳✶✳ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✶✵✺
✭❛✮ χ2 ✭❜✮ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❢❛❝❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❛✉①
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭χ2 ❡t ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛✮
✭❛✮ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❜✮ ❍❡❧❧✐♥❣❡r
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❛✉①
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❍❡❧❧✐♥❣❡r✮
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
DBha(H
1, H2) = − log

 n∑
i=1
√
h1ci.h
2
ci
||H1||.||H2||

 ✭✹✳✶✶✮
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
DDiv(H
1, H2) =
n∑
i=1
((
h1ci
||H1|| −
h2ci
||H2||
)
.
(
log
h1ci
||H1|| − log
h2ci
||H2||
))
✭✹✳✶✷✮
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
DHel(h
1, h2) = 1−
n∑
i=1
√
h1ci.h
2
ci
||h1||.||h2|| ✭✹✳✶✸✮
✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
❯♥❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❙❆▼ ✭❙♣❡❝tr❛❧ ❛♥❣❧❡ ♠❛♣♣❡r✮✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥❉✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛♥❣❧❡ r❡♥❞ ❝❡tt❡
♠étr✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✽❛✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡
❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❙❆▼ s❛t✉r❡ ❧♦rs ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❙❆▼ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
DSAM (h
1, h2) = cos−1
∑n
i=1 h
1
ci.h
2
ci√∑n
i=1(h
1
ci)
2.
√∑n
i=1(h
2
ci)
2
✭✹✳✶✹✮
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞✐st❛♥❝❡ ét✉❞✐é❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊▼❉ ✭❊❛rt❤ ▼♦✈❡r✬s ❉✐st❛♥❝❡✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛✲
sé❡ s✉r ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❆✉❝✉♥❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ♥✬❡st ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❊▼❉ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝♦ût D q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s d ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ Dij = d(h1i , h
2
j )✳ ❊❧❧❡
♥é❝❡ss✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉① F q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts fij
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊▼❉ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺ s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✻✮✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊▼❉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
eqEMD(h
1, h2, F ) =
m∑
i=1
n∑
j=1
Dij .fij ✭✹✳✶✺✮
DEMD(h
1, h2) =
∑m
i=1
∑n
j=1Dij .fij∑m
i=1
∑n
j=1 fij
✭✹✳✶✻✮
❈♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st
t♦t❛❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐❡✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ♥❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ tr❛♥s♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✽❜✮✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❙❡✉❧❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊▼❉ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♥❡ s✬✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ♣❛s✳ ▼❛✐s ❧✬❊▼❉ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❞❡ ●❡♠❛♥✲▼❝❈❧✉r❡ ❡t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❏❡✛r❡②✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
❝❡s tr♦✐s ❞✐st❛♥❝❡s s❛t✉r❡♥t ❧♦rs ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s s✐ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳
P❛r♠✐ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛♥❡❧ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡
❝♦♥✈✐❡♥t✱ ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❚r♦✐s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉rr♦♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❡♥✲
✈✐s❛❣é❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞❡
♠♦❞✐✜❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡①✐st❛♥t❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❛♥s s❡ ❜❛s❡r s✉r
❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞é❥à ❡①✐st❛♥t❡s✳
✹✳✶✳ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✶✵✼
✭❛✮ ❙❆▼ ✭❜✮ ❊▼❉
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❛✉①
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✭❙❆▼ ❡t ❊▼❉✮
➚ ❝❡ st❛❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣❡❧é❡
✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❊▼❉ ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✼✮✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
DNEMD(h
1, h2) = αDEMD(h
1, h2) + (1− α) (||h1|| − ||h2||) ✭✹✳✶✼✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾❛ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡ é✈♦❧✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥t
✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐✛ér❡♥t s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣ér❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ α✳ ❊♥ ♠♦❞✐✜❛♥t
❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡
✭✜❣✉r❡s ✹✳✾❜ ❡t ✹✳✾❝✮✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ α ❛✉❣♠❡♥t❡✳
✭❛✮ ✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ α = 0, 5 ✭❜✮ ✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔✱ α =
0, 8
✭❝✮ ✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔✱ α = 0, 9
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t
❛✉① tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ré♣♦♥❞❛♥t
à ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣✉
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❊▼❉✱ q✉✐ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛t✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ✈✐s❡ à ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡✳
▲❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦✉ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡✈r❛ êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s
❞❡s s❝❤é♠❛s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡ts✳
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❞é❣r❛❞és s♣❡❝tr❛✉①
♣♦✉❡t
❆♣rès ❛✈♦✐r s✐♠✉❧é ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s②♥t❤ét✐q✉❡s✱
♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞é❣r❛❞és ❞❡ s♣❡❝tr❡s ✐ss✉s
❞✬✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋✐♥❧❛②s♦♥✱ ❍♦r❞❧❡② ❛♥❞ ▼♦r♦✈✐❝ ❬✹✶❪✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠✲
♣♦sé❡s ❞❡ ✸✶ ❜❛♥❞❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✹✵✵ à ✼✵✵ ♥♠ t♦✉s ❧❡s ✶✵ ♥♠✳ P♦✉r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡✱
❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳
❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ét✉❞❡ r❡♣♦s❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ tr♦✐s
❞é❣r❛❞és s♣❡❝tr❛✉① ❡①tr❛✐ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❈❉❘❊❋✸✶❴✶✺✈❛♥✐s❤ ✔ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
❞é❣r❛❞é✱ q✉❛tr❡ ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é❣r❛❞é✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s s♣❡❝tr❡s
s♦♥t ❜r✉✐té❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❜r✉✐t s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❞é❣r❛❞é ♠♦②❡♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ ❞é❣r❛❞é✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ■♠❛❣❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❞é❣r❛❞és✳ ❈❤❛q✉❡ ❞é❣r❛❞é ❡①tr❛✐t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
q✉❛tr❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ❜r✉✐t✳
▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♣❛ré❡s ✐❝✐ s♦♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ●❡♠❛♥ ▼❝✲❈❧✉r❡✱ χ2 ❡t ❧✬✓ ❊▼❉
❝♦♠❜✐♥é❡ ✔✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❞é❣r❛❞és ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♠♦②❡♥s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡
✹✳✶✳ ❖♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ✶✵✾
✭❛✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✶ ✭❜✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✷ ✭❝✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❞é❣r❛❞és s♣❡❝tr❛❧❡s✳
✭❛✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✶ ✭❜✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✷ ✭❝✮ ❉é❣r❛❞é ♥◦✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞é❣r❛❞és✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞é❣r❛❞é✱
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❝♦❧♦♥♥❡s✳
♣r❡♠✐❡r s♣❡❝tr❡ ❞✉ ❞é❣r❛❞é ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s s♣❡❝tr❡s ❞✉ ❞é❣r❛❞é✳
P♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❞é❣r❛❞és✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ χ2♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❧❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐s s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s
❞✐st❛♥❝❡s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ R2 ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é❣r❛❞é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❞é❣r❛❞é s♣❡❝tr❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐s❝✉té✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❜♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣♦✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳
✹✳✶✳✷✳✸ ➱❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts
❝♦✉❧❡✉r ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❈❈▼▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✳ P♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❛❞❛♣tés ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✱
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
❉é❣r❛❞é ♥◦✶ ❉é❣r❛❞é ♥◦✷ ❉é❣r❛❞é ♥◦✸
R2 éq✉❛t✐♦♥ R2 éq✉❛t✐♦♥ R2 éq✉❛t✐♦♥
❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✵✳✽✽ ②❂✵✳✵✹✹①✲✵✳✶✶ ✵✳✾✽ ②❂✵✳✶✸①✲✵✳✹✷ ✵✳✾✹ ②❂✵✳✶✶①✲✵✳✷
●❡♠❛♥✲▼❝❈❧✉r❡ ✵✳✼✷ ②❂✵✳✵✷✼①✲✵✳✶✷ ✵✳✾✹ ②❂✵✳✶✾①✲✵✳✽✹ ✵✳✽✶ ②❂✵✳✶✹①✲✵✳✺
χ2 ✵✳✽✼ ②❂✵✳✵✷✼①✲✶ ✵✳✽✾ ②❂✵✳✻✺①✲✷ ✵✳✾✺ ②❂✵✳✸✶①✲✶✳✷
✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ ✵✳✾✷ ②❂✵✳✹✹①✲✶✳✶ ✵✳✾✼✼ ②❂✵✳✾✷①✲✷ ✵✳✾✻ ②❂✵✳✼✸①✲✸✳✷
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❢❛❝❡ ❛✉① tr♦✐s ❞é❣r❛❞és✳
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r✳
❆✐♥s✐✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s♣❡❝tr❛❧❡ Cz ❡st ❞é♣❧❛❝é❡ ✈❡rs ❧❛ ❝♦♦r✲
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✽✮✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥✱
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s♣❡❝tr❛❧❡ Cw ❡st ❞✐r✐❣é❡ ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✾✮✳ ▲❛
♥♦r♠❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r µ(i, j) ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉✲
r❛♥t✳ ➚ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡
❞✉ ✈❡❝t❡✉r✳
❛❞❞✐t✐♦♥ :
−−−−−−→OCz(i, j) =
−−−−−−→OCx(i, j) + µ(i, j)
−−−−−−−−−→
Cx(i, j)O
+∞∥∥∥−−−−−−−−−→Cx(i, j)O+∞∥∥∥ ✭✹✳✶✽✮
s♦✉str❛❝t✐♦♥ :
−−−−−−→OCz(i, j) =
−−−−−−→OCx(i, j) + µ(i, j)
−−−−−−−−−→
Cx(i, j)O
−∞∥∥∥−−−−−−−−−→Cx(i, j)O−∞∥∥∥ ✭✹✳✶✾✮
❛✈❡❝ µ(i, j) ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t
−−−−−−−−−→
Cx(i, j)O
+∞ ✭❡q✳ ✹✳✶✽✮ ♦✉
−−−−−−−−−→
Cx(i, j)O
+∞
✭❡q✳ ✹✳✶✾✮ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❧♦rs
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡✳
✹✳✷ Pr❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡✳
▲❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❋✐♥❧❛②s♦♥✱ ❍♦r❞❧❡② ❛♥❞ ▼♦r♦✲
✈✐❝ ❬✹✶❪✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ✸✶ ❜❛♥❞❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✹✵✵ à ✼✵✵ ♥♠ t♦✉s ❧❡s ✶✵ ♥♠✳ P♦✉r
✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘●❇✳
✹✳✷✳✶ ➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✉r
❞❡✉① ✐♠❛❣❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ✭✜❣✉r❡s ✹✳✶✸ ❡t ✹✳✶✹✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❡t ✉♥
✹✳✸✳ ❇✐❧❛♥ ✶✶✶
♣♦✐♥t ✈❡rt✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t s♦♥t ❡♥ ♥♦✐r✳ P♦✉r ❝❡s
♦♣ér❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s q✉❛tr❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
P♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉
r♦s❡ s✬ét❡♥❞❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✳ P♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♦r❛♥❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝❡ s♦♥t ❧❡s
ré❣✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡st ❝❡❧✉✐
❛tt❡♥❞✉ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❛✐s ❡st ❝♦rr♦♠♣✉❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬❛✣❝❤❛❣❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡①✐st❛♥t❡s s♦♥t ré❞✉✐t❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❉✳
✹✳✷✳✷ ●r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❇❡✉❝❤❡r
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❇❡✉❝❤❡r s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s♣❡❝tr❛❧❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝✐♥q ❞✐st❛♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✮✳ ❈❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡
ér♦s✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts t♦✉t ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐és ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✼✳ ▲❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ χ2 ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❢♦rt❡ ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡s ❞é❣r❛❞és✳
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ χ2 ♥✬❛ ♣❛s ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❡t
s❛t✉r❡ ❧❡s ♣❧✉s ❢♦rts✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ ré✲
s✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ χ2 ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺❡✮ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✺❢✮ ❞❛♥s
❧❛ ③♦♥❡ ❡♥t♦✉ré❡ ❡♥ r♦✉❣❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❝♦♥tr❛sté❡s✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ♠♦✐♥s s✉❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ♠❛✐s ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
✹✳✷✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬ér♦s✐♦♥✱ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❤♦✐s✐❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✈✐s✉❡❧ ❡st s✉❜❥❡❝t✐❢ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r ❧❛ s❡✉❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥✬❡st ♣❛s ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡✈r♦♥t
❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t t❡❧ q✉✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡ ♦✉
✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
✹✳✸ ❇✐❧❛♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s
♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉① ♣❧❡✐♥❡s ❜❛♥❞❡s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ❞❡
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
ér♦s✐♦♥s ← ✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ → ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s
❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
❏❡✛r❡②
χ2
✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥s ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❈❉❘❊❋✸✶❴✶✺✈❛♥✐s❤ ✔ ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❍♦r❞❧❡②✲❋✐♥❧❛②s♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ❡♥ ✈❡rt ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❡s ér♦s✐♦♥s ❡t ❡♥ ♥♦✐r ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✳
✹✳✸✳ ❇✐❧❛♥ ✶✶✸
ér♦s✐♦♥s ← ✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ → ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s
❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡
❏❡✛r❡②
χ2
✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥s ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❈❉❘❊❋✸✶❴✵✽✉♥❝❧❡❜❡♥s ✔
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❍♦r❞❧❡②✲❋✐♥❧❛②s♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❞❡s ✢è❝❤❡s ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts✱ ❡♥ ✈❡rt ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡s ér♦s✐♦♥s ❡t ❡♥ ♥♦✐r ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✳
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✴♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✭❝✮ ❏❡✛r❡②
✭❞✮ ●❡♠❛♥✲▼❝❈❧✉r❡ ✭❡✮ χ2 ✭❢✮ ✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ●r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❇❡✉❝❤❡r ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t
✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t ✉♥❡ ✢è❝❤❡✱ ❡♥ ♥♦✐r ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❡♥ ❥❛✉♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
❈❤❛q✉❡ rés✉❧t❛t ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✼✳
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✱ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡♥❣❛❣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ♥❡ s♦♥t q✉❡ ❞❡s ♣ré♠✐❝❡s ❡t
♦✉✈r❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡st✐♦♥s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s t♦t❛❧✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
❡st ♣♦✉rt❛♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❜❛♥❞❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❞✉✐t ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱
❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ✉♥ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣✲
té❡✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ét✉❞✐é❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ♥❡ ré♣♦♥❞ ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♠étr✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❊▼❉ ❝♦♠❜✐♥é❡ ✔ ❛ ❞♦♥❝ été ❝♦♥str✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❛tt❡♥❞✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♥✬♦♥t
♣❛s été t❡sté❡s✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ét❡♥❞✉❡✳
❊♥ ❞❡r♥✐❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s t❡♥❞❡♥t t♦✉s ✈❡rs ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉✳ ▼❛❧❣ré
✹✳✸✳ ❇✐❧❛♥ ✶✶✺
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛
♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛✉① ❞❡✈r♦♥t
êtr❡ s♦✉♠✐s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝❤♦✐① s❡ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ r❡♥❢♦r❝é❡ ♣❛r ❧❡ ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬ét❡♥❞r❡ ♥♦s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♦✉✈r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
q✉❡st✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
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✺✳✶✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s ♦❜❥❡ts s②♥t❤ét✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
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✺✳✷✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✺✳✷✳✶✳✶ ❇❡s♦✐♥s ♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
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✺✳✷✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦✉❧❡✉r ❢❛❝❡ à ❞❡s ♦❜❥❡ts s②♥t❤ét✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✺✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺
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▲♦rs ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❡♥t♦✉r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ✐♥tè❣r❡ ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s ❀ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s t❡①t✉r❡s✳ ❙❛♥s ❧❛ t❡①t✉r❡ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡r ♥♦tr❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❀ s❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
❧❛ t❡①t✉r❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✳
❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ t♦✉t❡s
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡ r❡❥♦✐❣♥❡♥t s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡
❞✬é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❞é♣❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st
♦❜s❡r✈é✳ ❯♥❡ t❡①t✉r❡ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦❜❥❡t ♦❜s❡r✈é ❡st à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ t❡①t✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ✈✉❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt✱ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ♣❛r
✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❧❡s ❛r❜r❡s✳ ❊♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❡t ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s q✉✐
❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ❊♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣rès ❡t ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ s❡ s♦♥t
❧❡s ❛s♣ér✐tés ❞❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ q✉✐ ❢♦♥t ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦s❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳
❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉r ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❜r✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡
✭♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ✿ ❧❛ ❜r✐q✉❡✮ ❡st ❛♣♣❡❧é ✓ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✔ ❬✺✺❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✓ t❡①t♦♥ ✔ ❬✷✸❪✳
❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s ❛s♣ér✐tés ❞✬✉♥❡ ❜r✐q✉❡ ❞✉ ♠✉r✳ ▲❛ t❡①t✉r❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s
♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✉♥❡ t❡①t✉r❡✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s très ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❉✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ t❡①t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬é❝❧❛✐r❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ✭t②♣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡✱ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❣❧❡ ❞✬é❝❧❛✐r❛❣❡✱ ❡t❝✮ ♦✉ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♦❜s❡r✈é✳
P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧❛ t❡①t✉r❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♦✉
❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ t❡①t✉r❡ s♦♥t ❡①tr❛✐ts✳ ■❧ ❡①✐st❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s
❛ttr✐❜✉ts✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❛✉① ❛ttr✐❜✉ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❧❡s t❡①t✉r❡s ✐rré❣✉❧✐èr❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❡①t✉r❡s ré❣✉❧✐èr❡s✳
❉❡✉① t②♣❡s ❞✬♦✉t✐❧s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❝❡❧❛✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭❡① ✿ ❣r❛♥✉❧♦✲
♠étr✐❡✱ ❛♥❛❧②s❡ ❢r❛❝t❛❧❡✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✭❡① ✿ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s
❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳
▼❛✐s ❛✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛r❞♦♥s s✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❝❛✲
r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦✉t✐❧✱ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❡ t❡①t✉r❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
❝❡tt❡ ✉♥✐té ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s❛ t❛✐❧❧❡ ❡t s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥
♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✳
▲❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▼❛✐s ❞❡
♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts tr❛✐t❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡①t✉r❡ ❬✺✾❪✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ✐♥té❣ré❡ à ❧❛
t❡①t✉r❡ ❞❡ tr♦✐s ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s ❛✉① ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧és sé♣❛ré♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✱ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ✈❛ êtr❡ ✐♥❞✉✐t❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♥✬❛ ♣❧✉s ❧❛ ♠ê♠❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ t❡①t✉r❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t❡ ♠❛✐s
❧✬✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛tté♥✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✷✶
r♦✉❣❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t ✈❡rt❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥❞✉✐r❡ ❞❡s ❜✐❛✐s ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✭❝❛♥❛❧ ♣❛r ❝❛♥❛❧✮✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥✬❡st
♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❛ttr✐❜✉t ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
✐♥t❡r✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❡✛♦rç♦♥s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡t q✉✐ ♣❧✉s ❡st s♦♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s
❞❡ t❡①t✉r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❈❈▼▼ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ✉♥❡ t❡①t✉r❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♦✉t✐❧ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❞✬é❝❛rt ❡t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛
❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❧✬ét✉❞❡
♣❛r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛
t❡①t✉r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳
✺✳✶ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r s♣é❝✐✜❡r ❝❡rt❛✐♥❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣✉✐s ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦rs ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts ♦✉t✐❧s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞✐s❝r❡ts✳
✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✺✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
✺✳✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t
❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡
❝♦♥str✉✐t s♦♥ s♣❡❝tr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❜✐♥❛✐r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❇✐♥❛✐r❡ ♣♦✉❡t
❉é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✿
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞é✜♥✐ ♣❛r s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬é❧é♠❡♥ts ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❛❧❝♦♥❡r ✿
P♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❬✸✽❪✳ ❊❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ m ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ G ♣❛r s♦♥ ❞✐❛♠ètr❡
♠❛①✐♠❛❧ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✮✳
m = ∨{||−−−→(x y)|| |x, y ∈ G} ✭✺✳✶✮
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✿
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❬✽✾❪ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❛r ❧✉✐ ♠ê♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
G ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ n s❡r❛ ♥♦té nG ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G ❞✐❧❛té (n− 1) ❢♦✐s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
nG = δb
(
δb
(
. . .
(
δb(G︸ ︷︷ ︸
♥✲✶ ❢♦✐s
, G) . . .
)
, G
)
, G
)
︸ ︷︷ ︸
♥✲✶ ❢♦✐s
✭✺✳✷✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ nG ❛✉r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ G s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
❝♦♥✈❡①❡ ✶✱ ❞❡ ♣❧✉s s✐ n = 0 ❛❧♦rs nG = {(0, 0)}✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉r
tr♦✐s ♦❜❥❡ts ❜✐♥❛✐r❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳
✶✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ G ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G
❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G✳
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✷✸
❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❋❛❧❝♦♥❡r ❡t ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✿
❈❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ m ❡st ❧❡ ♣✐①❡❧✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ n ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧✬✉♥✐té ✓ t❛✐❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✔✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡r ❧❡s ❞❡✉① é❝r✐t✉r❡s ❡st é❝r✐✈❛♥t
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
m− 1
2
=
(Tinit − 1)
2
× n ✭✺✳✸✮
♦ù Tinit ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✉♥✐t❛✐r❡✳
❈
❛r
ré
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✶ ✭❜✮ ❚❛✐❧❧❡ ✷ ✭❝✮ ❚❛✐❧❧❡ ✸ ✭❞✮ ❚❛✐❧❧❡ ✹
❈
r♦
✐①
✭❡✮ ❚❛✐❧❧❡ ✶ ✭❢✮ ❚❛✐❧❧❡ ✷ ✭❣✮ ❚❛✐❧❧❡ ✸ ✭❤✮ ❚❛✐❧❧❡ ✹
❚
r❛
✐t
✭✐✮ ❚❛✐❧❧❡ ✶ ✭❥✮ ❚❛✐❧❧❡ ✷ ✭❦✮ ❚❛✐❧❧❡ ✸ ✭❧✮ ❚❛✐❧❧❡ ✹
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ❜✐♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❡♥ ♥♦✐r✳
◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣♦✉❡t
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉① ♦❜❥❡ts ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ g ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥✈❡①❡ ✷ ❛❧♦rs ng ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉ ❞❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡
t❛✐❧❧❡ n ❡t s❡ ❞é✜♥✐t ✿
ng = δg
(
δg
(
. . .
(
δg(g︸ ︷︷ ︸
♥✲✶ ❢♦✐s
, g) . . .
)
, g
)
, g
)
︸ ︷︷ ︸
♥✲✶ ❢♦✐s
✭✺✳✹✮
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✳
✷✳ ❯♥ s✐❣♥❛❧ g ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ♦♠❜r❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❉
✐❛
♠
❛♥
t
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✶ ✭❜✮ ❚❛✐❧❧❡ ✷ ✭❝✮ ❚❛✐❧❧❡ ✸ ✭❞✮ ❚❛✐❧❧❡ ✹
P
②r
❛♠
✐❞
❡
✭❡✮ ❚❛✐❧❧❡ ✶ ✭❢✮ ❚❛✐❧❧❡ ✷ ✭❣✮ ❚❛✐❧❧❡ ✸ ✭❤✮ ❚❛✐❧❧❡ ✹
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐
❝r♦✐ss❛♥t❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✐♥✈❡rsé❡✳
✺✳✶✳✶✳✷ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ s♦♥t ❞❡s ✜❧tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ■❧s ❛❣✐ss❡♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥ t❛♠✐s ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❛✐❧❧❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✳
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ été ❞é✜♥✐s ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ét❡♥❞✉s ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦✲
❞és✐q✉❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦❞és✐q✉❡s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❛ r❡st✐t✉t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞ét❛✐❧s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ s♦♥t ❝❛❧q✉és s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ✐❧s ❛❣✐ss❡♥t s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝❛r❞✐♥❛❧✐té s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡✉r ❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s✴❢❡r♠❡t✉r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❝❡s ✸ t②♣❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳
❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣♦✉❡t
❇✐♥❛✐r❡ ✿
❊♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ F ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G s❡ ♥♦t❡
γb(F,G) ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✮✳
γb(F,G) = δb(εb(F,G), G
r) ✭✺✳✺✮
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✉♣♣r✐♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ s♦♥t tr♦♣ ♣❡t✐t❡s ♣♦✉r ❝♦♥t❡♥✐r
❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é✲
♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❛❞♦✉❝✐r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹❜ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡ts
❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺①✺✳ ▲✬÷✐❧ ❡t ❧❡s ❞❡♥ts s♦♥t
s✉♣♣r✐♠és✳
♦♠❜r❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙t❡r♥❜❡r❣ ❬✶✷✻❪✳
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✷✺
▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ F ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G s❡ ♥♦t❡ ϕb(F,G)
❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✮✳
ϕb(F,G) = εb(δb(F,G), G
r) ✭✺✳✻✮
▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❢♦♥❞ ❛②❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ❡t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❊❧❧❡ t❡♥❞ ❞♦♥❝ à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s tr♦✉s ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡
❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t à s♦✉❞❡r ❧❡s ❢♦r♠❡s très ♣r♦❝❤❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹❝ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡
❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺①✺✳ ▲❛ ❝✐❝❛tr✐❝❡ ❡t ❧✬❛tt❛❝❤❡ ❞✉
❝❛❝❤❡ ÷✐❧ s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❖✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé
❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹✹✷×✸✻✵✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té
❧✬♦❜❥❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❞✉ ♥♦✐r s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ❜❧❛♥❝✳
◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ❧❛
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✼ ❡t ✺✳✽✮✳
γg(f, g) = δg(εg(f, g)), g
r) ✭✺✳✼✮
ϕg(f, g) = εg(δg(f, g)), g
r) ✭✺✳✽✮
▲❡s ❡✛❡ts ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡✲
t✉r❡ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❧✉♠✐♥❡✉① ♦✉ s♦♠❜r❡s✳ ❙✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♦ù ❧❡ ❜❧❛♥❝ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs s✉♣♣r✐♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛s♣ér✐tés ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡
s✉♣♣r✐♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝rêt❡s✱ ❡❧❧❡ ❛ss♦♠❜r✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✺❜✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
s✉♣♣r✐♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❧é❡s✱ ❡❧❧❡ é❝❧❛✐r❝✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✺❝✮✳
❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡s ♣♦✉❡t
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡s✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣❛r
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞é✲
s✐q✉❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é❝r✐ts ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ét❡♥❞✉s ❛✉① ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s✳
✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❖✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸✷✶×✸✷✶ ♣✐①❡❧s✳
❇✐♥❛✐r❡ ✿
▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s F ❡t ✉♥ ♠❛sq✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s H✳ ▲❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s
❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ F ⊆ H✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡
❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ❡t ❧❡ ♠❛sq✉❡ ✭éq✉❛✲
t✐♦♥ ✺✳✾✮✳ ❊t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✓ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✉
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ✔ ❡t ✓ ❧❡ ♠❛sq✉❡ ✔ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✵✮✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ✺✳✻ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡✳
δHb (F,G) = δb(F,G) ∩H ✭✺✳✾✮
εHb (F,G) = εb((H
c ∪ F ), G) ∩H ✭✺✳✶✵✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✷✼
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥
✐tér❛♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡s ❥✉sq✉✬à ✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✶ ❡t ✺✳✶✷✮✳
❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ sé✲
❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s
♦❜❥❡ts s✐t✉és ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs
❡t ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ à ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ❝❛s ❞❡ r❡❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ♦ù s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♦♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✈❡rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠❛rq✉é❡s ♣❛r ❝❡s ♣♦✐♥ts ♦♥t ❜✐❡♥ été r❡❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥✲
t✐èr❡♠❡♥t t♦✉t ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳
γδ
,H
b (F,G) = δ
H
b (F,G)
(i) ✭✺✳✶✶✮
ϕε,Hb (F,G) = ε
H
b (F,G)
(i) ✭✺✳✶✷✮
❛✈❡❝ (i) ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ✿
• εHb (F,G)(i) = εHb (F,G)(i−1) ❡t εHb (F,G)(i) = εHb (εHb (F,G)(i−1), G)(1)
• δHb (F,G)(i) = δHb (F,G)(i−1) ❡t δHb (F,G)(i) = δHb (δHb (F,G)(i−1), G)(1)
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ✜❧tr❡s ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ❛❞❛♣té❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✜❧tr❡r ❧❡s tr♦✉s ✐s♦❧és
❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡t✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽❜ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ❧❛ ❝✐❝❛tr✐❝❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t
s✉♣♣r✐♠é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ✜❧ ❞✉ ❝❛❝❤❡ ÷✐❧ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st r❡❧✐é ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ♣♦✉r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡
❣é♦❞és✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ✜❧tr❡r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✐s♦❧é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽❝
❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬÷✐❧ ❞✐s♣❛r❛✐t t♦t❛❧❡♠❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❞❡♥ts r❡❧✐é❡s ❛✉ r❡st❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♥❡ s♦♥t
♣❛s s✉♣♣r✐♠é❡s✳
✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ❖✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé
❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹✹✷×✸✻✵ ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❧✬♦❜❥❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❞✉ ♥♦✐r s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ❜❧❛♥❝✳
◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿
P♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐tés✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐✲
♥❛r✐sé❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❡t ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s
❛✉① ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡✳
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ❡st ♥♦té❡ f ❡t ❧❡
♠❛sq✉❡ ♥♦té h✳ ▲❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t f ≤ h✳ ▲❛
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ f s❡✉✐❧❧é❡ ♣❛r ❧❡ s✐❣♥❛❧ h
✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✸✮✳ ❊t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡st ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ f s❡✉✐❧❧é❡ ♣❛r ❧❡
s✐❣♥❛❧ h ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✹✮✳
δhg (f, g) = ∧(δg(f), h) ✭✺✳✶✸✮
εhg (f, g) = ∨(εg(f), h) ✭✺✳✶✹✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ér♦s✐♦♥ ✭à ❞r♦✐t❡✮ ❣é♦❞és✐q✉❡s s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✶❉✳
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✷✾
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦✉ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡s✳
γδ
,h
g (f, g) = δ
h
g (f, g)
(i) ✭✺✳✶✺✮
ϕε,hg (f, g) = ε
h
g (f, g)
(i) ✭✺✳✶✻✮
❛✈❡❝ (i) ❧✬✐tér❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ✿
• εhg (f, g)(i) = εhg (f, g)(i−1) ❡t εhg (f, g)(i) = εhg (εhg (f, g)(i−1), g)(1)
• δhg (f, g)(i) = δhg (f, g)(i−1) ❡t δhg (f, g)(i) = δhg (δhg (f, g)(i−1), g)(1)
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ❣é♦❞és✐q✉❡s s✉r
❞❡s s✐❣♥❛✉① ✶❉✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✵❜ ❡t ✺✳✶✵❝ ♠♦♥tr❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉❡✉rs✳ ▲✬♦✉✈❡r✲
t✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✜❧tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
❧✬❛s♣❡❝t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✜❧tr❡ ❧❡s ré❣✐♦♥s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬é❧é✲
♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧✬❛s♣❡❝t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ ❖✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸✷✶×✸✷✶ ♣✐①❡❧s✳
❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡
♣♦✉❡t
❇✐♥❛✐r❡ ✿
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✓ ❛ttr✐❜✉t❡
♦♣❡♥✐♥❣ ✔✳ P♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛✐r❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♥♥❡❝tés ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ s❡✉✐❧ λ ❞♦♥♥é
✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✼✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉r ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t
s✬♦❜t✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✽✮✳
γb,♯(F, λ) = {x ∈ F | ♯(Cx[F ]) ≥ λ} ✭✺✳✶✼✮
ϕb,♯(F, λ) = {x ∈ F c | ♯(Cx[F c]) ≥ λ} ✭✺✳✶✽✮
✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
♦ù Cx[F ] ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ F ❝♦♥♥❡①❡s à x✱ F c ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ F ❡t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♯ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ss♦❝✐é✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶❜ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❡ ✜❧tré❡ ❡st
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬÷✐❧ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✵✵ ♣✐①❡❧s✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶❝ ♠♦♥tr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡✳ ❉❡✉① ♣❛rt✐❡s
s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❞❡♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✵✵ ♣✐①❡❧s✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ❜✐♥❛✐r❡s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ λ ❡st ❞❡ ✶✵✵ ♣✐①❡❧s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡
❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✹✹✷×✸✻✵ ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❧✬♦❜❥❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❞✉ ♥♦✐r s✉r ✉♥
❢♦♥❞ ❜❧❛♥❝✳
◆✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❣r✐s ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s s♦♥t
❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣✉✐s t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s rés✉❧t❛♥t❡s s♦♥t s♦♠♠é❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✾ ❡t ✺✳✷✵✮✳
γg,♯(f, λ) = (
255∑
l=0
γb,♯(T (f, l), λ))− 1 ✭✺✳✶✾✮
ϕg,♯(f, λ) = (
255∑
l=0
ϕb,♯(T (f, l), λ))− 1 ✭✺✳✷✵✮
❛✈❡❝ T (f, l) ❧✬✐♠❛❣❡ f s❡✉✐❧❧é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s l✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✷❜ ❡t ✺✳✶✷❝ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❛✐r❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ ❛❣✐ss❡♥t s✉r
❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts s✉♣♣r✐♠és✳ ▲❡✉rs
rés✉❧t❛ts s♦♥t ❛❧♦rs ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦❞és✐q✉❡s✳
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡s
♣♦✉❡t
❉❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥✳ ❈❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭❜✐♥❛✐r❡ ♦✉ ♥✈❣✮ ❡t ❞é✲
♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡s à r❡t❡♥✐r ♣♦✉r ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦rt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✸❜✮✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✸✶
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ❖✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡s ❞✬❛✐r❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ λ ❡st ❞❡ ✶✵✵ ♣✐①❡❧s
❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸✷✶×✸✷✶ ♣✐①❡❧s✳
❛ ♠♦✐♥s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❣é♦❞és✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✱
❧❡s ♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❧✬❊❙ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s♦♥t s✉♣♣r✐♠és✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été s✉♣♣r✐♠és r❡tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✸❝✮✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ s✉♣♣r✐♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ s❡✉✐❧✱
❧❡✉r ❢♦r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✸❞✮✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ●é♦❞és✐q✉❡ ✭❞✮ ❆✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡
❝❛rré❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✼×✼ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❣é♦❞és✐q✉❡s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ λ ❡st ❞❡ ✹✾
♣✐①❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧✬♦❜❥❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ♥♦✐r✳
✺✳✶✳✷ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛♥❛❧②s❡r♦♥s ❧❛
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳
✺✳✶✳✷✳✶ ●r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❡t s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
▲❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ♦✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✸ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣❛r
✸✳ ❈♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝tr✉♠✳
✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
▼❛t❤❡r♦♥ ❬✽✼❪ ❡t ét✉❞✐és ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs ❬✻✶✱ ✼✸❪✳
▲❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡s {γg(f, ng)n≥0} ♦ù n ❡st
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ✭♦✉ ❣r❛✲
♥✉❧♦♠étr✐❡ ♣❛r ❢❡r♠❡t✉r❡✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡s {ϕg(f, ng)n≥0}✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡♥
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡♥ ❛❧❧❛♥t ✈❡rs ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✳ ❈❡tt❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐ss✉❡ ❞❡
❝❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♥♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✶ ❡t ✺✳✷✷✮✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ✐❝✐ ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
✐♥✐t✐❛❧❡
∑
(f)✳
Gg(f, ng)n=0..∞ =
Vol(γg(f, ng))
Vol(f)
✭✺✳✷✶✮
AGg(f, ng)n=0..∞ =
Vol(ϕg(f, ng))
Vol(f)
✭✺✳✷✷✮
❛✈❡❝ Vol(f) =
∑
x
(f(x)) ✭✺✳✷✸✮
▲❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s
❜♦✉t à ❜♦✉t ♣♦✉r ♥❡ ❢♦r♠❡r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❈❡ ✈❡❝t❡✉r s❡r❛ ❛♣♣❡❧é
✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❡t s❡r❛ ♥♦té VG✳ ▲❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡
❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❢♦♥❝és s✉r ❢♦♥❞ ❝❧❛✐r✳ ❊❧❧❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲✬❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝❧❛✐rs s✉r ❢♦♥❞ ❢♦♥❝é✳ ❊❧❧❡
❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❡t ❧✬❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡
♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ é♥❡r❣✐❡ ❧♦rsq✉❡ n = 0✱ Gg(f, 0) = AGg(f, 0) = 1✱ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡
t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r VG s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
VGg(f, g) = [Gg(f, ng)n=∞..1 , AGg(f, ng)n=0..∞] ✭✺✳✷✹✮
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✹❜ à ✺✳✶✹❞ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s VG ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s tr♦✐s ✈❡❝✲
t❡✉rs ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ✺ ♠❛r❝❤❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❝✐♥q ❝❛rrés ❞❡ t❛✐❧❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❝❛rré ❜❧❛♥❝ q✉✐
❡st ♣❧✉s ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧✬❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❡①tr❛✐t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s
q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ❝❛rrés ♣❧✉s s♦♠❜r❡s q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺❜ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝r♦✐① ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹❜ ♦ù ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡
❝❛rré✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺❝ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹❝✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦❞és✐q✉❡s q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✸✸
✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ♠❛❧❣ré ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❝❛rrés ❡t ❝r♦✐① ♦♥t
❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋❛❧❝♦♥❡r✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ●é♦❞és✐q✉❡ ✭❞✮ ❆✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❝♦♠✲
♣♦sé❡ ❞❡ ❝❛rrés ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ✭6× 6✱ 12× 12✱ 15× 15✱ 18× 18 ❡t 22× 22✮✳ ▲✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸×✸ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t
❣é♦❞és✐q✉❡s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ λ ❡st ❞❡ ✸✵ ♣✐①❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ ❡t ❡st ❞♦✉❜❧é à ❝❤❛q✉❡
✐tér❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ❞❡ ✷✵✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ●é♦❞és✐q✉❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺ ✕ ❱❡❝t❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❣é♦❞és✐q✉❡s ♦❜✲
t❡♥✉s ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝r♦✐① ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸×✸✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦✉t✐❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡st ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ VG ✭éq✉❛t✐♦♥
✺✳✷✺✮✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ VG✱ ✉♥ ♣✐❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✻
♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❛rrés ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré✳
PSg(f, g)(t) = VGg(f, g)(t+ 1)− VGg(f, g)(t) ✭✺✳✷✺✮
❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡r✲s♣❡❝tr❛❧ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣❛tt❡r♥ s♣❡❝tr✉♠ ❛ été ❞ér✐✈é❡ ♣❛r
P❡s❛r❡s✐ ❬✶✵✵❪✳ ▲✬♦✉t✐❧ ♥♦♠♠é ✓ ♣r♦✜❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ✔ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❡s
❧✐❡♥s ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❛✈❡❝ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣✐①❡❧ ❧♦rs ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✴❢❡r♠❡t✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❧é✲
♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥
❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✳
✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ●é♦❞és✐q✉❡ ✭❞✮ ❆✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❝♦♠✲
♣♦sé❡ ❞❡ ❝❛rrés ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✸×✸ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❣é♦❞és✐q✉❡s✳ ▲❡ s❡✉✐❧ λ ❡st ❞❡ ✸✵ ♣✐①❡❧s ♣♦✉r
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ❞❡ ✷✵✳
✺✳✶✳✷✳✷ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡
❯♥ ❛✉tr❡ ♦✉t✐❧ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡
❬✶✶✺❪✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ à
❧❛q✉❡❧❧❡ r❡✈✐❡♥t ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ξ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts P2 sé♣❛ré❡ ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
→
v ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✷✻✮✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ξ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ♠❛✐s ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ❬✾❪✳
▲✬é❝r✐t✉r❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✭éq✉❛t✐♦♥
✺✳✷✼✮ ✿
Kg(f, P2,v) = Vol(ξg(f, P2,v)) ✭✺✳✷✻✮
Kng (f, P2,v) =
Vol(ξg(f, P2,v))
Vol(f)
✭✺✳✷✼✮
▲❡ ✈❡❝t❡✉r
→
v ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s K(f, P2,v) ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
→
v ✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✼ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
→
v ❞♦♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ♣r❡♥❞
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✵✱ ✹✺✱ ✾✵ ❡t ✶✸✺ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✺✵✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ♥✬❛ ✐❝✐ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ♥✬❡st r❛t❛❝❤é❡ à ❛✉❝✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✸✺
✺✳✶✳✷✳✸ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ❡st ✐ss✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r
▼❛♥❞❡❧❜r♦t ❬✼✾❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ✓ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡ ❜♦ît❡s ✔✱
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ✓ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥❦❡t ✔✱ ✳✳✳ ❬✸✻✱ ✾✽✱ ✽✸❪✳ P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❝❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥❦❡t ❬✾✼❪✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❇♦✉❧✐♥❣❛♥✲▼✐♥❦♦✇s❦✐✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡
❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❬✽✸❪✳
❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❡♥✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝❤❡❧❧❡s i ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✽✮✳ ▲❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s
s✉♣ér✐❡✉r❡ U ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ L ❡t s♦♥t sé♣❛ré❡s ❞❡ 2i✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✭i = 0✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
f(x) ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s s✉r❢❛❝❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à ❧✬✐♠❛❣❡ ✭f(x) = L0(x) = U0(x)✮✳ ❆✉ ✜❧ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✱
❧❡s s✉r❢❛❝❡s s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Li(x) =
∧
{Li−1(x)− 1,∧|x−y|≤1Li−1(y)} ✭✺✳✷✽✮
Ui(x) =
∨
{Ui−1(x) + 1,∨|x−y|≤1Ui−1(y)} ✭✺✳✷✾✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥❦❡t
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❞✐❛♠❛♥t gdiam ♥♦♥✲♣❧❛t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸×✸ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✵✮✳
gdiam =
−∞ 0 −∞
0 1 0
−∞ 0 −∞
✭✺✳✸✵✮
▲❡s é❝r✐t✉r❡s ✭✺✳✷✽✮ ❡t ✺✳✷✾ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ✿
Li(x) = εg(f, igdiam)(x) ✭✺✳✸✶✮
=
∧
x∈Df ,y∈Digdiam
(f(x+ y)− igdiam(y)) ✭✺✳✸✷✮
Ui(x) = δg(f, igdiam)(x) ✭✺✳✸✸✮
=
∨
x∈Df ,y∈Digdiam
(f(x+ y) + igdiam(y)) ✭✺✳✸✹✮
✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
▲❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol s✐t✉é ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① s✉r❢❛❝❡s ✿
Voli =
∑
x
(Ui(x)− Li(x)) ✭✺✳✸✺✮
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ▼❛♥❞❡❧❜r♦t✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ S ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞✉
✈♦❧✉♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
é❝❤❡❧❧❡s i s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✻✮✳
Si =
Voli − Voli−1
2
✭✺✳✸✻✮
▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
S ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❧♦❣✲❧♦❣✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢r❛❝t❛❧❡✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ p ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❢r❛❝t❛❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à D = DT − p✱ DT ét❛♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ✷ ♣♦✉r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜❧❛♥❦❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✱
❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❛♣♣❡❧é❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡✳ ❈❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r P❡❧❡❣ ❬✾✼❪ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ S ❡♥tr❡ tr♦✐s ♣♦✐♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ P❡❧❡❣ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ à ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶✳
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✐❝✐ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P❡❧❡❣ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✓ ♣✐❝s ✔ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡s
♠♦t✐❢s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❞ér✐✈é❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
VarV ✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞ér✐✈é❡ VarS ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
VarSi = Si − Si−1 ✭✺✳✸✼✮
▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ V arS ✿
Signi = VarSi − VarSi−1 ✭✺✳✸✽✮
❈❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s✳
❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r
✐♥t❡♥s✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞é❝r✐t P❡❧❡❣ ❬✾✼❪ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ♣❡✉t✲êtr❡
❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❈❡s
❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ Vol ♣❛r ❧❡s
✈♦❧✉♠❡s ✐♥❢ér✐❡✉r Volinf ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✾✮ ❡t s✉♣ér✐❡✉r Volsup ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✵✮✳
Volinf i =
∑
x
(f(x)− Li(x)) ✭✺✳✸✾✮
Volsupi =
∑
x
(Ui(x)− f(x)) ✭✺✳✹✵✮
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✾ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡
❞❡ ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
s✉♣ér✐❡✉r❡✳
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✸✼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✳
✺✳✶✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s ♦❜❥❡ts s②♥t❤ét✐q✉❡s
❉❛♥s ❧❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s✱ ▼❛r❛❣♦s ❬✽✵❪ ♣✉✐s ❘✐❝❤❛r❞ ❬✶✶✵❪ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s
❞❡ ♠♦t✐❢s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡s
✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝❛rrés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
• d ✿ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❝ôtés ❞❡s ❝❛rrés
• h ✿ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ❝❛rrés
• n ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés ♣❛r ❧✐❣♥❡
• e ✿ é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ d ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❬✺✱ ✶✵✱ ✶✺✱
✷✵✱ ✷✺❪ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ e✳ ▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❬✷✵✱ ✹✵✱ ✻✵✱ ✽✵✱ ✶✵✵❪✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ n ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ✷ ❡t ✻✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✵✱ ♠♦♥tr❡
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❙♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s
♣♦✉❡t
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✷✶ à ✺✳✷✹ ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ♦❜t❡♥✉s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❛rrés ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❡
❢♦♥❞✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❛rrés ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞✉ ❝♦té ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡
✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✶✮✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❛rrés✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡
❧❡s ❝❛rrés ✈❛r✐❡ ✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✷✮✱ s❡✉❧s ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
s✉❜✐ss❡♥t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ♣✐❝ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❞✉ ❝ôté ❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡✳
▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ❝❛rrés ♥✬❡♥tr❛✐♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r✲
♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✸✮✳ ❊♥✜♥ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés ✐♥✢✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r
❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞✉ ❝ôté
❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ✈❛r✐❡ ✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✹✮✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❚❛✐❧❧❡ ❊❝❛rt ❈♦♥tr❛st❡ ◆♦♠❜r❡
✭❛✮ d ❂ ✺ ✭❜✮ e ❂ ✺ ✭❝✮ h ❂ ✷✵ ✭❞✮ n ❂ ✷
✭❡✮ d ❂ ✶✺ ✭❢✮ e ❂ ✶✺ ✭❣✮ h ❂ ✻✵ ✭❤✮ n ❂ ✹
✭✐✮ d ❂ ✷✺ ✭❥✮ e ❂ ✷✺ ✭❦✮ h ❂ ✽✵ ✭❧✮ n ❂ ✻
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❝❛rrés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
✭❛✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❜✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❛rrés d s✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✸✾
✭❛✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❜✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❛rt e ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés s✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
✭❛✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❜✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✸ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ h ❞❡s ❝❛rrés s✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
✭❛✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❜✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✹ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés n s✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❚❛✐❧❧❡ ➱❝❛rt ❈♦♥tr❛st❡ ◆♦♠❜r❡
❱❛r✐❛t✐♦♥s
❆❧❣é❜r✐q✉❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆✉❝✉♥❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
●é♦❞és✐q✉❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆✉❝✉♥❡ ❆✉❝✉♥❡ ❆✉❝✉♥❡
❆✐r❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆✉❝✉♥❡ ❆✉❝✉♥❡ ❆✉❝✉♥❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❛rrés✳
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡
♣♦✉❡t
▲❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢✱ ❧❡s ♣✐❝s
s✉❜✐ss❡♥t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✺❛✮ ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s
❝❛rrés ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✺❜✮ ❡t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠♦t✐❢s ✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✻❛ ❡t ✺✳✷✻❜✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t
❞✬é❝❛rt✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✭❜✮ ➱❝❛rt
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✺ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ d ❞❡s ❝❛rrés ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt e ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés s✉r ❧❡s
s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
❚❛✐❧❧❡ ➱❝❛rt ❈♦♥tr❛st❡ ◆♦♠❜r❡
❱❛r✐❛t✐♦♥s
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❛rrés✳
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✹✶
✭❛✮ ❈♦♥tr❛st❡ ✭❜✮ ◆♦♠❜r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✻ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ h ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés n s✉r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
♣♦✉❡t
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ét❛♥t ♣❡✉ ✉t✐❧✐sé✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❧❡✉r é❝r✐t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✿ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❛rrés✱ d ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❛rrés✱ e ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés ❡t h ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés ❡t ❧❡
❢♦♥❞✳ P♦✉r ❛❜♦✉t✐r s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✐ss✉s ❞❡s ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ér♦s✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ i ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ H(x) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
H(x) =
{
0 si x < 0
1 si x ≥ 1 ✭✺✳✹✶✮
✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✐❧❛té❡ ✿
✭❛✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ✿
n2d2 (h + i) ✭✺✳✹✷✮
✭❜✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ✿
i.

n2 (e2+2ed)−4n2 i∑
j=1
(d + j− 1)+H
(
i−
e
2
)
.4n2
i∑
j= e
2
+1
(
d + 2.
(
j−
e
2
−1
))
−H (i− e− 1) .i.

n2 (e2+2ed)−4n2 i∑
j=1
(d + j− 1)+4n2
i∑
j= e
2
+1
(
d + 2.
(
j−
e
2
−1
))
✭✺✳✹✸✮
✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ H(x) ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✐❧❛tés ❛♣rès e2 ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ❛♣rès e ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s✳
✭❝✮ P❡♥t❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✿
▲❛ ♣❡♥t❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ♣❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❤❛✉t ❞✉ ❝❛rré ❡t
❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❙♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡
❧♦s❛♥❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✷✼✮ ❞✉❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✐❛♠❛♥t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧
❝❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r
❧✐❡✉ ❧❛ ♣❡♥t❡ s✬ét❡♥❞ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ e2 ✱ ♠❛✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ s✬❛rrêt❡ ♣❛s
✐❝✐ ♣✉✐sq✉✬✐❧ r❡st❡ ❛❧♦rs ❞❡s tr♦✉s ♥♦♥ ❝♦♠❜❧és✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❞✬ét❡♥❞r❡
❧❛ ♣❡♥t❡ t♦✉t ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❝❡ q✉✐ ❞é♣❛ss❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s tr♦✉s s♦♥t
❝♦♠❜❧és✱ ✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t ❝❡ q✉✐ ❞é♣❛ss❡✳
4n2

 i∑
j=1
(d + j− 1) .(h + i− j)−H
(
i−
e
2
)
.
i∑
j= e
2
+1
(
d + 2.
(
j−
( e
2
+1
)))
.(h + i− j)
+H (i− e− 1) .
(
i∑
j=e+1
(
d + 2.
(
j−
( e
2
+1
)))
.(h + i− j)−
i∑
j=e+1
(d + j− 1) .(h + i− j)
))
✭✺✳✹✹✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✼ ✕ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❊❙ ❞✐❛♠❛♥t✳
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✹✸
✭❞✮ ❋♦r♠✉❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✐❧❛té Vold ✿
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✿
Vold (i)= −
4
3
n2i3+
(
−2n2d + 4n2
(
−
1
2
+
h
2
)
+2n2
)
i2+
(
n2d2+
(
4n2
(
−
1
2
+h
)
+2n2e
)
d+n2e2
+4n2
(
1
3
−
h
2
))
i+n2d2h+H
(
i−
e
2
)(8
3
n2i3+
(
2n2d + 4n2 (−1− e)−4n2
(
−
e
2
−1 + h
))
i2
+
((
−2n2e− 4n2
(
−
e
2
−
1
2
+h
))
d + 4n2
(
−
( e
2
+1
)2
+1 + e
( e
2
+1
)
+
e
2
)
−4n2
(
e+
5
3
−eh
+e
( e
2
+1
)
−
( e
2
+1
)2
−h
))
i− 4n2
(
h−
( e
2
+1
)
h+
1
2
( e
2
+1
)2
−
e
4
−
1
2
)
d−4n2
(
4
3
+
2e
3
−2
( e
2
+1
)2
+3
( e
2
+1
)
h− 2h+
2
3
( e
2
+1
)3
+
e
2
( e
2
+1
)
−
e
2
( e
2
+1
)2
−h
( e
2
+1
)2
−eh+
( e
2
+1
)
eh
)
−H (i− e− 1) .
(
4
3
n2i3+
(
2n2+4n2 (−1− e)−4n2
(
−
1
2
−
e
2
+
h
2
))
i2+
(
n2e2+4n2
(
−
( e
2
+1
)2
+1 + e
( e
2
+1
)
+
e
2
)
−4n2
(
5
6
+e−
h
2
−
1
2
(e + 1)2−eh + e (e + 1)
))
i−4n2
(
3
2
(e + 1) h+
2e
3
+
2
3
+
e
2
(e + 1)−
h
2
(e + 1)2−h−(e + 1)2+
1
3
(e + 1)3−
e
2
(e + 1)2+(e + 1) eh− eh
))
✭✺✳✹✺✮
✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ér♦❞é❡ ✿
✭❛✮ ➱r♦s✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ✿
n2 (d− 2i) (h− i) ✭✺✳✹✻✮
✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞ ✿
−i.
(
n2.e2+2.n.e.d
)
✭✺✳✹✼✮
✭❝✮ P❡♥t❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✿
4n2

 i∑
j=1
(d− 2j + 1) (j− i)−H
(
i−
d
2
) i∑
j= d
2
+1
(d− 2j + 1) (j− i)

 ✭✺✳✹✽✮
✭❞✮ ❋♦r♠✉❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡r♦❞é Vole ✿
Vole (i)=−
8
3
n2i3+
(
2n2d− 2n2+4n2h
)
i2+
(
−n2d2+
(
−4n2h + 2n2−2n2e
)
d−n2e2+
2
3
n2
)
i
+n2d2h−H
(
i−
d
2
)(
−
8
3
n2i3+
(
2n2d− 2n2+4n2h
)
i2+
((
2n2−4n2h
)
d+
2
3
n2
)
i−
n2
6
d3
+
(
−
n2
2
+n2h
)
d2−
n2
3
d
)
✭✺✳✹✾✮
✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✽✮ ✿
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ Sign s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Sign(i) = 8n2
+H
(
i−
e
2
) (
16n2
)
−H (i− e− 1)
(
8n2
)
+H
(
i−
d
2
)(
−16n2
)
+D
(
i−
e
2
) (
−16n2
)
−D (i− e− 1)
(
−8n2
)
+D
(
i−
d
2
)(
16n2
)
−D
(
i− 1−
e
2
) (
(−2de + 16+ (−4 + 4h) d) n2
)
+D (i− e− 2)
(
(−4e + 4h) n2
)
−D
(
i− 1−
d
2
)(
(2d− 4h− 12) n2
)
+D
(
i− 2−
e
2
) (
((4− 2d) e+ (−8 + 4d) h) n2
)
+D
(
i− 2−
d
2
)(
(4h− 2d) n2
)
✭✺✳✺✵✮
✹✳ ❙✐❣♥❛t✉r❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ Signinf ❡t
s✉♣ér✐❡✉r❡ Signsup ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿
Signinf (i) = 16n
2
+H
(
i−
d
2
)(
−16n2
)
+D
(
i−
d
2
)(
16n2
)
−D
(
i− 1−
d
2
)(
(2d− 4h− 12) n2
)
+D
(
i− 2−
d
2
)(
(4h− 2d) n2
)
✭✺✳✺✶✮
Signsup(i) =− 8n
2
+H
(
i−
e
2
) (
16n2
)
−H (i− e− 1)
(
8n2
)
+D
(
i−
e
2
) (
−16n2
)
−D (i− e− 1)
(
−8n2
)
−D
(
i− 1−
e
2
) (
(−2de + 16+ (−4 + 4h) d) n2
)
+D (i− e− 2)
(
(−4e + 4h) n2
)
+D
(
i− 2−
e
2
) (
((4− 2d) e+ (−8 + 4d) h) n2
)
✭✺✳✺✷✮
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✹✺
▲❡s é❝r✐t✉r❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✶✮ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐❝ ❞❛♥s ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ d✳ ▲❡ ♣✐❝ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✸ ♣❛rt✐❡s ❡t ✐❧ ❡st ❝❡♥tré
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ d2 + 1✳ ▲❡s ✸ ♣❛rt✐❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❞é✜♥✐ss❡♥t s♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés n ❡t ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ h ❞❡s ❝❛rrés✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✷✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬é❝❛rt e ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐❝s✳ ▲❡s ♣✐❝s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡t
s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ e2 + 1 ❡t
❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉t♦✉r ❞❡ e + 1✳ ■❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ h ❡t ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés n✳
❆✐♥s✐ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣✐❝s ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐✲
♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧✬✐♠❛❣❡✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✷✽❛ à ✺✳✷✾❜ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝❛rrés ♦♥t ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞✳ ▲❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✺✶ ❡t ✺✳✺✷✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸
rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✭❜✮ ➱❝❛rt
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✽ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ d ❞❡s ❝❛rrés ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt e ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés s✉r ❧❡s
s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❛rrés ✈❛r✐❡ ✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✽❛✮✱ ❧❡ ♣✐❝ ❞❡ ❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✈❛r✐❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❡♥ d2 − 1✮ ❡t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♥❡
❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés ✈❛r✐❡ ✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✽❜✮✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥✲
❢ér✐❡✉r❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♥ ❞❡s ♣✐❝s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✈❛r✐❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ✭♣♦s✐t✐♦♥♥é ❡♥ e2 − 1✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❞❡s ❝❛rrés ✈❛r✐❡♥t ✭✜❣✉r❡s ✺✳✷✾❛ ❡t ✺✳✷✾❜✮✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❝❤❛♥❣❡♥t✱
❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é❡✳
✭❛✮ ❈♦♥tr❛st❡ ✭❜✮ ◆♦♠❜r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✾ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ h ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés n s✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s
❡t s✉♣ér✐❡✉r❡s✳
❚❛✐❧❧❡ ➱❝❛rt ❈♦♥tr❛st❡ ◆♦♠❜r❡
❱❛r✐❛t✐♦♥s
❙✐❣♥❛t✉r❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆✉❝✉♥❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❙✐❣♥❛t✉r❡
s✉♣ér✐❡✉r❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❛rrés✳
❉✐s❝✉ss✐♦♥ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❛✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❛rrés✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✉t✐❧✐sés ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✈♦✐r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❛rrés ❡t ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s✳
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés ❡t ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s s❛✉❢ ♣♦✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s q✉✐ s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sés✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
✉t✐❧✐sés✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♦♥t ✉♥❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
✺✳✶✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✹✼
♦♣ér❛t❡✉rs ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡s✳
▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ à ❛♥❛❧②s❡r q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
▲❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦✲
t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
P♦✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r❢♦✐s ♦❜s❡r✈❡r ❞❡✉①
♣✐❝s ❞✉ ❝ôté ❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣✐❝s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡
❧❡s ❝❛rrés✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✐❛♠❛♥t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥tr❛✐♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s
❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❛rt s✐t✉é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛rrés ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧✬é❝❛rt s✐t✉é ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✐♥s ❞❡ ✹ ❝❛rrés ✈♦✐s✐♥s✳
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❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆✉❝✉♥❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❙✐❣♥❛t✉r❡
s✉♣ér✐❡✉r❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❝❛rrés✳
✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✺✳✷ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
t❡①t✉r❡s✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐és ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❜❡s♦✐♥s ❡t
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦✉❧❡✉r ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡t ❞✬✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①✳
✺✳✷✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
✺✳✷✳✶✳✶ ❇❡s♦✐♥s ♣♦✉r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉✲
❧❡✉r ✭éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✸✱ ✺✳✷✼ ❡t ✺✳✸✺✮✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦✉ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
♣❡✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s❡ s✐♠♣❧✐✜❡r à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡s ✓ ♥✐✈❡❛✉① ✔ ❝♦❧♦r✐♠é✲
tr✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♠♣r❡♥❞ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs s❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
♣♦✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♥♦r♠❡s
❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ✜❧ ❝♦♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❖r✱ s❡✉❧s
❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❈■❊▲❆❇ ✭♦✉ ❈■❊▲❯❱✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ❝♦♠♠❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♥♦r♠❡s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❈■❊▲❆❇ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t très ❝♦✉t❡✉s❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡①✐st❛♥t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✽ ❜✐ts tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✭✶✻ ✼✼✼ ✷✶✻ ❝♦✉❧❡✉rs✮✳ ▲❛
s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts s❡r❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡
❝❤♦✐① ♥❡ r❡♥tr❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛♥s ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❝♦✉❧❡✉rs q✉✐ ❢❛✉ss❡r❛✐❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛
t❡①t✉r❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ♦✉ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡✱ ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ét❡♥❞r❡
❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❛ ❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✱ ♥é❝❡ss✐t❡
❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s
✺✳✷✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ✶✹✾
s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❞é❝♦✉❧❛✐t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥s ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
❞✐❛♠❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✳ ▼ê♠❡ s✐ ❙♦✐❧❧❡ ❡t ❘✐✈❡st ❬✶✷✺✱ ✶✵✶❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts ♣❡r♠❡tt❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❛♠é❧✐♦r❛✐t ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐✲
s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❞é✈❡❧♦♣♣és
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳
✺✳✷✳✶✳✷ ■♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r
Pré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈♦q✉é ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r
❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✵ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✉♥❡ ❛✐r❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❡✉t s❡ ré❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ✭♠ét❤♦❞❡
❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❬✶✶✶❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r
r❡❝t❛♥❣❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✵❛✮ ♦✉ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r tr❛♣è③❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✵❜✮ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r
❧✬✐♠❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ r❡♥❞ ❧❡s ❛✐r❡s ❞❡s tr✐✲
❛♥❣❧❡s é❣❛❧❡s à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡✳
✭❛✮ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ✭❜✮ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✵ ✕ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
✭❛✮ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ✭❜✮ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶ ✕ ■♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
❊♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ✺ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t ❝♦✉❧❡✉rs✮✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ✺
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❡t
✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✶❛✮
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s ✭❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣s❡✉❞♦ ✸❉✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✶❜✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥ ♣r✐s♠❡ ❡♥ ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ P❡❧✐ ❬✾✽❪ ♠♦♥tr❡ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠é❞✐❛♥❡ s❛♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡ ♣r♦♣♦s ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❡t s♣❡❝tr❡s✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ✺ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✬ét❛❜❧✐t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✭❧✬✐♠❛❣❡✮
❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✷✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ✿
• ❋❛✉t✲✐❧ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✶ ♦✉ ✷ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥t✐èr❡ ❄
• ❋❛✉t✲✐❧ s✬❛❞❛♣t❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❄ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❝❤♦✐s✐r ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛✐r❡ ❡st ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛rré ❞❡
♣✐①❡❧s ✭❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✶ ❡t ✷✮
• ❋❛✉t✲✐❧ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✸✮ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡ ❝❛rré ❡♥ ✹
tr✐❛♥❣❧❡s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✧❝♦✉❧❡✉r✧ ❞✉ ♣♦✐♥t O ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✷ ✕ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ✹ ♣✐①❡❧s✳
▲❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❝❡tt❡
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s
t❡st♦♥s ❧✬❛♣♣♦rt ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥◦✶✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ét❛❜❧✐t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭éq✉❛t✐♦♥
✺✳✺✸✮✳
Aire =
1
2
||−−→AB ∧ −−→BC|| ✭✺✳✺✸✮
✺✳✷✳✶✳✸ ➱❝r✐t✉r❡s ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝♦✉❧❡✉r
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡✱ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s à r❡s♣❡❝t❡r ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ét❡♥❞r❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs à
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✷✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é❝r✐✲
t✉r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❜❛sés ❞✐st❛♥❝❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✹ ❡t ✷✳✸✸✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ❆✐♥s✐ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✹✮ ❡t
✭✺✳✺✺✮ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s r❛♣♣❡❧s ❞❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✻✮ ❡t ✭✺✳✺✼✮ s♦♥t ❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡s
✺✳✷✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ✶✺✶
éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✺✹✮ ❡t ✭✺✳✺✺✮✳
εc(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)− g(y)) ✭✺✳✺✹✮
δc(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y)) ✭✺✳✺✺✮
γc(f, g) = δc(εc(f, g)), g) ✭✺✳✺✻✮
ϕc(f, g) = εc(δc(f, g)), g) ✭✺✳✺✼✮
●r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ ❡t s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s
♣♦✉❡t
▲✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♥♦s
♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ G✱ ❞✬❛♥t✐✲❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡
AG ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥✉❧♦♠étr✐❡ VG ♣❡✉✈❡♥t s✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Gc(f, ng)n=0..∞ =
Aire(γc(f, ng))
Aire(f)
✭✺✳✺✽✮
AGc(f, ng)n=0..∞ =
Aire(ϕc(f, ng))
Aire(f)
✭✺✳✺✾✮
VGc(f, g) = [Gc(f, ng)n=∞..1 AGc(f, ng)n=0..∞] ✭✺✳✻✵✮
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦❞és✐q✉❡s ❡t ❞✬❛✐r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ét❡♥❞✉s
à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♥♦✉s ❛ ♠♦♥tré q✉❡
❧❡✉r ❝♦ût ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st très é❧❡✈é ❡t ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡
♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s
✈♦✐r❡ ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s✳
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡
♣♦✉❡t
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞✬ér♦s✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ✭éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✹✮✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❛♣♣❧✐q✉é✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
✭✈♦✐r ✺✳✷✳✶✳✷✮✳
Kc(f, P2,v) = Aire(ξc(f, P2,v)) ✭✺✳✻✶✮
Knc (f, P2,v) = Aire(ξc(f, P2,v))/Aire(f) ✭✺✳✻✷✮
✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
♣♦✉❡t
❊♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝✲
t❛❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ✉t✐❧✐s❡
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭✈♦✐r ✺✳✷✳✶✳✷✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r s✉❜✐t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❛✜♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✭s✉r❢❛❝❡s✮ s✉♣ér✐❡✉r❡
❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s s✉r❢❛❝❡s✱ ❡t ♥♦♥ ❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Li(x) = εc(f, igdiam)(x) ✭✺✳✻✸✮
=
∧
x∈Df ,y∈Digdiam
(f(x+ y)− igdiam(y)) ✭✺✳✻✹✮
Ui(x) = δc(f, igdiam)(x) ✭✺✳✻✺✮
=
∨
x∈Df ,y∈Digdiam
(f(x+ y) + igdiam(y)) ✭✺✳✻✻✮
Aireinf,i = Aire(Li(x)) ✭✺✳✻✼✮
Airesup,i = Aire(Ui(x)) ✭✺✳✻✽✮
V arSinf,i = Aireinf,i −Aireinf,(i−1) ✭✺✳✻✾✮
V arSsup,i = Airesup,i −Airesup,(i−1) ✭✺✳✼✵✮
▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡
❞❡ V arS ✿
Signinf,i = V arSinf,i − V arSinf,(i−1) ✭✺✳✼✶✮
Signsup,i = V arSsup,i − V arSsup,(i−1) ✭✺✳✼✷✮
✺✳✷✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦✉❧❡✉r ❢❛❝❡ à ❞❡s ♦❜❥❡ts s②♥t❤ét✐q✉❡s
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝❛rrés ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t ♠♦❞✐✜és✳ ■❝✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ d✱ ❞✬é❝❛rt e ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡
h✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛rrés ❛❣✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ s✉r ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ♥♦✉s ♥❡
❧✬ét✉❞✐♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✸✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✸✹ à ✺✳✸✼ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r♠❡t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts✳ ▲❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
✺✳✷✳ ❙♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ✶✺✸
✭❛✮ d = 5 ✭❜✮ d = 10 ✭❝✮ d = 15 ✭❞✮ d = 20 ✭❡✮ d = 25 ✭❢✮ d = 30
✭❣✮ e = 5 ✭❤✮ e = 10 ✭✐✮ e = 15 ✭❥✮ e = 20 ✭❦✮ e = 25 ✭❧✮ e = 30
✭♠✮ h = 142 ✭♥✮ h = 125 ✭♦✮ h = 113 ✭♣✮ h = 99 ✭q✮ h = 82 ✭r✮ h = 65
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✸ ✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✭❜✮ ➱❝❛rt ✭❝✮ ❈♦♥tr❛st❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✹ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s tr❛❞✉✐s❡♥t ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛rrés
♣❛r ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ s♦♥t tr❛❞✉✐t❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t ❞✬é❝❛rt ❡♥tr❛✐♥❡ ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡s✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
❢r❛❝t❛❧❡s✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✭❜✮ ➱❝❛rt ✭❝✮ ❈♦♥tr❛st❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✺ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✭❜✮ ➱❝❛rt ✭❝✮ ❈♦♥tr❛st❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✻ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✳
✭❛✮ ❚❛✐❧❧❡ ✭❜✮ ➱❝❛rt ✭❝✮ ❈♦♥tr❛st❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✼ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✺✺
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s ❝❛rrés ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳
❚❛✐❧❧❡ ➱❝❛rt ❈♦♥tr❛st❡
❱❛r✐❛t✐♦♥s
P❙ ❆❧❣é❜r✐q✉❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆✉❝✉♥❡
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❙✐❣♥❛t✉r❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❆✉❝✉♥❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❙✐❣♥❛t✉r❡
s✉♣ér✐❡✉r❡
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝❛rrés✳
P♦✉r ✈♦✐r s✐ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
t❡①t✉r❡s✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❝❡
t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
✺✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s
✺✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①
▲❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ❛ été ❝réé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❬✾✹❪✳ ❊❧❧❡ ♦✛r❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❀ t❡①t✉r❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♦✉ ❞❡ s❝è♥❡s
♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✷✾ ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❝♦✉❧❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ✶ à ✹✼ ✐♠❛❣❡s✳
❯♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉❚❡① ❡st ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ ▲❡s
✐♠❛❣❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✼✹✻×✺✸✽ ♣✐①❡❧s✱ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s✱ s✐①
rés♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭✶✵✵✱ ✶✷✵✱ ✸✵✵✱ ✸✻✵✱ ✺✵✵ ❡t ✻✵✵ ❞♣✐ ✹✮✱ ❡t ♥❡✉❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭✵◦✱ ✺◦✱
✶✵◦✱ ✶✺◦✱ ✸✵◦✱ ✹✺◦✱ ✻✵◦✱ ✼✺◦ ❡t ✾✵◦✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s s♣❡❝tr❡s à ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❞❡s
t❡①t✉r❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s
✓ ❖✉t❡①❴❚❈❴✵✵✵✶✸ ✔ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✻✽ ✐♠❛❣❡s ❀ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❡st ✉♥❡ ❧❛♠♣❡ à ✐♥❝❛♥❞❡s✲
❝❡♥❝❡ ✭✷✽✺✻ ❑✮✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✶✵✵ ❞♣✐ ❡t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ✵◦✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à ✶✷ ❝❛té❣♦r✐❡s ❀ ❜❛r❧❡②r✐❝❡ ✭✶✶ ✐♠❛❣❡s✮✱ ❝❛♥✈❛s ✭✶✺ ✐♠❛❣❡s✮✱ ❝❛r❞❜♦❛r❞ ✭✶ ✐♠❛❣❡✮✱ ❝❛r♣❡t✭✾
✐♠❛❣❡s✮✱ ❢♦❛♠ ✭✷ ✐♠❛❣❡s✮✱ ❣r❛♥✐t❡ ✭✶✵ ✐♠❛❣❡s✮✱ ♣❛♣❡r ✭✶ ✐♠❛❣❡✮✱ r✉❜❜❡r ✭✶ ✐♠❛❣❡✮✱ s❛♥❞♣❛✲
♣❡r ✭✽ ✐♠❛❣❡s✮✱ t✐❧❡ ✭✼ ✐♠❛❣❡s✮✱ ✇♦♦❞ ✭✶ ✐♠❛❣❡✮✱ ✇♦♦❧ ✭✷ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❋❛❝❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t
❞✬✐♠❛❣❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❡t ❡st ❞✐✈✐sé❡
❡♥ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 128× 128 ♣✐①❡❧s ❬✶✵✸✱ ✶✹✱ ✺✸❪✳
✹✳ ▲❡ ❉P■ ✭❉♦ts P❡r ■♥❝❤✮ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❢r❛♥ç❛✐s ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣❛r
♣♦✉❝❡ ✭PPP✮ ♦✉ ❞❡ ♣✐①❡❧s ♣❛r ♣♦✉❝❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ♣♦✉❝❡ ✭✐♥❝❤✮ ✈❛✉t ✷✱✺✹ ❝♠✳
✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t ✉♥❡ t❡①t✉r❡
❡t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✽❛ à ✺✳✸✽❝✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❞❡s ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥s ✐♥t❡r✲❝❛té❣♦r✐❡ ❢❛✐❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡①t✉r❡s q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s
❞✐st✐♥❝t❡s s♦♥t ✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✽❣ ❡t ✺✳✸✽❤✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t ❡♥tr❛✐♥❡r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✭✐♠❛❣❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❣é♥ér❛❧❡s à t♦✉t❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ t❡①t✉r❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✸✽❞ à ✺✳✸✽❢✮✳
✭❛✮ ❜❛r❧❡②r✐❝❡✵✵✶ ✭❜✮ ❜❛r❧❡②r✐❝❡✵✵✹ ✭❝✮ ❜❛r❧❡②r✐❝❡✵✵✻
✭❞✮ ❝❛♥✈❛s✵✵✶ ✭❡✮ ❝❛♥✈❛s✵✷✵ ✭❢✮ ❝❛♥✈❛s✵✷✷
✭❣✮ ❝❛r♣❡t✵✶✶ ✭❤✮ ✇♦♦❞✵✵✶
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①✳
✺✳✸✳✷ ➱t✉❞❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s
❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ✐♥tr❛✲
✐♠❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛✣❝❤és ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❀ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡
s♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡s ✷✵ ❝♦✉r❜❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✷✵
✐♠❛❣❡tt❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✺✼
✺✳✸✳✷✳✶ ❙♣❡❝tr❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✜♥
❞❡ t❡st❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞é❢❛✉ts ❡t ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ✭❛❧❣é❜r✐q✉❡✱
❣é♦❞és✐q✉❡ ♦✉ ❛✐r❡✮ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✉t✐❧✐sés✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦✲
❞és✐q✉❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❜r✉✐tés ✭✜❣✉r❡s ✺✳✹✵❝✱ ✺✳✹✷❝✱ ✺✳✹✹❝ ❡t ✺✳✹✻❝✮✳ ❈❡ ❜r✉✐t ❡st ✐♥❞✉✐t ♣❛r
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❡♥❞ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡✉r ❝♦ût ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❡st très é❧❡✈é ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞✬❛✐r❡✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭✜❣✉r❡s ✺✳✹✵❜✱ ✺✳✹✷❜✱ ✺✳✹✹❜
❡t ✺✳✹✻❜✮ ❡t ❞✬❛✐r❡ ✭✜❣✉r❡s ✺✳✹✵❞✱ ✺✳✹✷❞✱ ✺✳✹✹❞ ❡t ✺✳✹✻❞✮ ♦♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ é❝❛rt✲t②♣❡✳ ▲❛ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ❝❛♣❛❝✐té à ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s❡♠❜❧❡ ❧❛
♣❧✉s ❛❞❛♣té❡✳ ▼❛❧❣ré ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ λ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ ✭✺ ♣✐①❡❧s
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉① ❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
❞✐❛♠❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸×✸✮✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ é❝❛rt✲t②♣❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ✭✜❣✉r❡s ✺✳✹✵❡✱ ✺✳✹✷❡✱
✺✳✹✹❡ ❡t ✺✳✹✻❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞û à ✉♥ ❜r✉✐t
♠❛✐s à ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ✭✜❣✉r❡s ✺✳✸✾❡✱ ✺✳✹✶❡✱ ✺✳✹✸❡ ❡t ✺✳✹✺❡✮✳
❈❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞û à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛rté ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆✈❛♥t
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡❧ s♣❡❝tr❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛rté ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡✈r❛
❛❧♦rs êtr❡ ét✉❞✐é❡ ❡t ré❛❥✉sté❡ s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés♦❧✉ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ à ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡
ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t✐ss✉s ✭✜❣✉r❡s ✺✳✸✾❛ ❡t ✺✳✹✺❛✮ s♦♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ♥❡tt❡ ré♣é✲
t✐t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✾❛ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✺❛✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✵❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ à
✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡ 0◦✱ 45◦ ❡t 135◦ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ✈❡rt✐❝❛✉①
❞✉ t✐ss✉✳ P♦✉r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ 90◦ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✜❜r❡s ❞✉ t✐ss✉ q✉✐ s♦♥t ♠✐s❡s ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✻❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✸❛✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡✉① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡ t✐ss✉s✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✹ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛✲
❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ✜♥❡s t❡①t✉r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✶❛✮✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡
♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ♠❛❝r♦✲
s❝♦♣✐q✉❡s✳ ▲❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❡st ❜✐❡♥ r❡tr❛♥s❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♦❜t❡♥✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❡①t✉r❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡
♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
❢r❛❝t❛❧❡s s♦♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✾ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✵ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✺✾
✭❛✮ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲
✵✵
✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✶ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲
✵✵
✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✷ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲
✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✶✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✸ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✹ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✻✶
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✺ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡
✭❞✮ P❙ ❛✐r❡ ✭❡✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❢✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✻ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✶✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❝❛♣❛✲
❝✐tés ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦❞és✐q✉❡s ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❜r✉✐t❛❣❡ très é❧❡✈é ❞❡s s♣❡❝tr❡s✱ ❧❡✉r
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❡♥ êtr❡ ❞✐♠✐♥✉é❡✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ ♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s très ♣r♦❝❤❡s
♣♦✉r ❞❡s t❡①t✉r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s t❡①t✉r❡s s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡✳
▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝❛♣❛❝✐té à r❡tr❛♥s❝r✐r❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s
❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ❡st très s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
❞❡✈r♦♥t ❛❧♦rs s✉❜✐r ✉♥❡ é❣❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛rté ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈❡s s♣❡❝tr❡s ♦♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ é❝❛rt✲t②♣❡✱ ✐❧s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❡✉
s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté ❡t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❜r✉✐tés✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ♣❛r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛st❡s ♣❧✉s q✉❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s
s♣❡❝tr❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡t ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t❡①t✉r❡s✳
❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
✺✳✸✳✷✳✷ ❙♣❡❝tr❡s ❝♦✉❧❡✉r
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♦✉✛r❡ t♦✉❥♦✉rs ❞✉
♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬✐♥t❡♥s✐✜❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❧✉s
s❛t✉ré❡s✳ P♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♣❡✉ s❛t✉ré❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✼❛ ❡t ✺✳✺✶❛✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♣❧✉s s❛t✉ré❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✾❛ ❡t ✺✳✺✸❛✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ❝❛♣t❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛
ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✼❛ ❡t ✺✳✺✶❛✮✳
▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦✉❧❡✉r ♦♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ é❝❛rt✲t②♣❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❙❛ ❝❛♣❛❝✐té à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡ s❡♠❜❧❡
❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s t❡①t✉r❡s s❡♠❜❧❡ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ é❝❛rt✲t②♣❡ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r s❡♠❜❧❡ ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❛♣❛❝✐té à ❝❛♣t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡①t✉r❡s
✭✜❣✉r❡ ✺✳✹✼❞ ❡t ✺✳✹✼❡✮✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✻✸
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✼ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✽ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✾ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✵ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ s❛♥❞♣❛♣❡r✵✵✸✲
✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✻✺
✭❛✮ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✶ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✷ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛r♣❡t✵✵✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✶✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✸ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✭❛✮ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭❝✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡
✭❞✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭❡✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❛✈❡❝
✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✹ ✕ ❙♣❡❝tr❡ ♠♦②❡♥ ❛✈❡❝ é❝❛rt✲t②♣❡ ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✷✶✲✐♥❝❛✲
✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✻✼
✺✳✸✳✷✳✸ ❙②♥t❤ès❡
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♦♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉✬❛♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s✉r ❧❡s q✉❛tr❡
✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ❡t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❧✐♠✐♥é ❧❡s
s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❣é♦❞és✐q✉❡s ❡t ❞✬❛✐r❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ♦♥t ✉♥ ❝♦ût ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ é❧❡✈é ❞❡ ♣❛rt ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♦✉ ❧❡✉r ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥s s❡r❛✐t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t s✉rt♦✉t
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧✐♠✐té ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛✉① s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❈❡s s♣❡❝tr❡s ♦♥t ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦✉❧❡✉r s❡♠❜❧❡♥t ♣❡r❞r❡ ❡♥ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❢❛❝❡ ❛✉① s♣❡❝tr❡s ♥✐✲
✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
▲❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ s♦✉✛r❡ ❞❡ s❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♣t❡r ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡①t✉r❡✱ ❡❧❧❡
❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① t❡①t✉r❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✐ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱
❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✾❛✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r
❝❡s q✉❛tr❡ ✐♠❛❣❡s ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡✱
s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st
❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① t❡①t✉r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
❢r❛❝t❛❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r très ♣❡✉ s❛t✉ré❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✲
t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r s✐♠♣❧❡ ✭❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥t❡ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✮ s♦♥t
♠♦✐♥s r❡ss❡♠❜❧❛♥t❡s ❡t s✉rt♦✉t ♠♦✐♥s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ▲❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✬❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r s✐♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡st❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧ s♣❡❝tr❡ s❡r❛ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡r❢♦r♠❛♥t ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥❡r
s✐ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ♣❡r♠❡t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s❛❝ré ❛✉①
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
✶✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✺✳✸✳✸ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❆♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐é ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s s✉r q✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①✱
♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♣❡❝tr❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥✳
▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ✈✐s❡ ♣❛s à é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s à é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s ✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❜❛sé s✉r ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆r✈✐s ❬✶✹❪✳ ◆♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s ❧❡ t❡st ❞❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ✈✐s❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❦✲♣❧✉s✲♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ✭❑PP❱✮✱ s❛♥s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts✳ P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡st✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t ré❞✉✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❆❋❉
✭❆♥❛❧②s❡ ❋❛❝t♦r✐❡❧❧❡ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡✮ ❛✜♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❛✉ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❈❡ t❡st ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡s
s♣❡❝tr❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❆❋❉ à ♥♦tr❡ ♥✐✈❡❛✉
❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡
❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡st ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r
❛✉① s♣❡❝tr❡s ❝♦♥s❡r✈és✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡♠❜❛rq✉❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛♥❛❧②sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡
❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛ ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r
❞❡✉① t❡①t✉r❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ♠❛✐s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r s✐
❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❝♦✉❧❡✉r ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
P❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s s♦♥t ét✉❞✐és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡
❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♠♣❧èt❡r ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡rr❡✉r ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥
❝r✐tèr❡ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❡rr❡✉rs✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❧❛ss❡ Li s♦✐❡♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s ❡♥tr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s✱ ♥✬❛ ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉❡ s✐ ❝❡s ♠ê♠❡ ❡rr❡✉rs s♦♥t ❝♦♥❝❡♥tré❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ Lj ✳ ❉❛♥s ❧❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❧❡✈❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❛♠✲
❜✐❣✉ïté ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦✉r
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s Lji ré❝✉♣ér❛♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ Li✳
❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❧❛ss❡s Lji ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ✭✐❝✐ ✻✽✮✱ ❡t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❝❧❛ss❡s Lji ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡
❝❧❛ss❡s Li ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s
❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✻✽ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❖❯❚❊❳✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✺✺ à ✺✳✻✸ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ✭s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❡t s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
✜❣✉r❡✱ ❧❡s ✷✵ s♣❡❝tr❡s ✐ss✉s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s tr♦✐s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭❛❧❣é❜r✐q✉❡✱
❣é♦❞és✐q✉❡ ❡t ❞✬❛✐r❡✮ s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞✬❛✐r❡s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❧❡s
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✻✾
✭❛✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ◆❱● ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ◆❱● ❛♣rès ❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✺ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✭❛✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ◆❱● ✭❜✮ P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ◆❱● ❛♣rès ❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✻ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✭❛✮ P❙ ❛✐r❡ ◆❱● ✭❜✮ P❙ ❛✐r❡ ◆❱● ❛♣rès ❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✼ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s P❙ ❞✬❛✐r❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✶✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❛✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ◆❱● ✭❜✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ◆❱● ❛♣rès ❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✽ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✭❛✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ◆❱● ✭❜✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ◆❱● ❛♣rès
❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✾ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛✲
❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✭❛✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ✭❜✮ P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛♣rès ❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✵ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✼✶
✭❛✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✭❜✮ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛♣rès ❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✶ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✭❛✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✭❜✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ❛♣rès
❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✷ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✭❛✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ❛✐r❡ ✭❜✮ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ❛✐r❡
❛♣rès ❆❋❉
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✸ ✕ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛✈❡❝ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬❛✐r❡
❞❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✓ ❝❛♥✈❛s✵✵✾✲✐♥❝❛✲✶✵✵❞♣✐✲✵✵ ✔ ❡t ❛♣rès ❆❋❉✳
✶✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
♠♦✐♥s ❜r✉✐tés ♦✉ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s✐♠✐❧❛r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ✷✵ ✐♠❛❣❡tt❡s
❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ ❛✉① ✷✵ ❝♦✉r❜❡s s✉♣❡r♣♦sé❡s✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞é❥à ❞✐s❝✉té❡✱ ♠❛✐s q✉✐ tr♦✉✈❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉r❜❡s✱ ❝❡ q✉✐
✐♥❞✉✐t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡♥❝♦♥trés ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛t✉r❡s
❢r❛❝t❛❧❡s ✭♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r✮ s♦♥t très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ❛s♣❡❝t ✭✜❣✉r❡s ✺✳✺✾❛
❡t ✺✳✻✷❛✮✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✻✷❛ ❡t ✺✳✻✸❛✮✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛✐r❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❞ét❛✐❧❧❡r à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡✳
❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❑PP❱
♣♦✉❡t
▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡
t❡①t✉r❡s ✭s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡✮ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s à ✐❞❡♥✲
t✐✜❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ✭✓ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ✔✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥♥✉s à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✺✵✪ ❞❡s ✐♠❛❣❡tt❡s
✭✶✵ ✐♠❛❣❡tt❡s✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧❡s ✺✵✪ r❡st❛♥t s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑PP❱ s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s
❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✻ ❡t ✺✳✼✳
▼ét❤♦❞❡s ❦❂✺ ❦❂✸ ❦❂✶
P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ◆❱● ✼✽✳✸✽ ✼✻✳✼✻ ✼✽✳✾✼
P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ◆❱● ✻✶✳✸✷ ✻✶✳✶✼ ✼✶✳✼✾
P❙ ❛✐r❡ ◆❱● ✽✷✳✺ ✽✶✳✼ ✽✵
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ◆❱● ✹✵✳✷✾ ✹✻✳✾✶ ✺✹✳✼
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ◆❱● ✼✸✳✽✷ ✼✷✳✸✺ ✼✹✳✹✶
P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ✼✷✳✸✺ ✼✸✳✵✽ ✼✶✳✾✶
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✸✸✳✺ ✸✻✳✵✷ ✹✸✳✸
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✹✾✳✺✺ ✺✵✳✺✽ ✺✸✳✵✽
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✭❛✐r❡✮ ✹✾✳✼ ✺✶✳✹✼ ✺✶✳✸✷
❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑PP❱✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑PP❱ ✐♥❞✉✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐✲
s✐♥s à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✭✐❝✐ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡tt❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡
✭❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡s t❡sts ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖❯❚❊❳✮✳ ◆✬❛②❛♥t
♣❛s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs t❡sts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✶✱ ✸
♣✉✐s ✺ ✈♦✐s✐♥s✳ ❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✈♦✐s✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞♦♥♥❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✻✮✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ❞❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬❛✐r❡ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✻✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❡st ❝♦♥❝♦r❞❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✼✸
✐♥t❡r♥❡s ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❤♦✐s✐✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s
❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝❤♦✐s✐❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦✉❧❡✉r✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦✉❧❡✉r
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✳
❈❡❝✐ ❝♦♥✜r♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r
❧❡s ❛①❡s ▲✉♠✐♥❛♥❝❡ ♦✉ ■♥t❡♥s✐té✱ t②♣✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✳
▼ê♠❡ s✬✐❧ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s s❛♥s ❡rr❡✉r ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬❛✐r❡s ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✼✮✳ ■❧ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r
♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦t❛❧❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ❀ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✷✳ ❆❧♦rs q✉❡ s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❛✉① ❞❡
❜♦♥♥❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✼ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t
♣❧✉s ❞✐s♣❡rsé❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♣♦rt❡ s✉r ♠♦✐♥s ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✿ 1.72✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❜♦♥
❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉ts✳
▼ét❤♦❞❡s
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s
♠❛❧ ❝❧❛ssé❡s
❉✐s♣❡rs✐♦♥
t♦t❛❧❡
❉✐s♣❡rs✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡
P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ◆❱● ✸✾ ✶✳✸✶ ✷✳✷✽
P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ◆❱● ✻✽ ✻✳✷✽ ✻✳✷✽
P❙ ❛✐r❡ ◆❱● ✸✸ ✵✳✾✾ ✷✳✵✸
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ◆❱● ✺✾ ✷✳✾✶ ✸✳✸✻
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ◆❱● ✹✵ ✶✳✺✻ ✷✳✻✺
P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ✹✹ ✶✳✻✺ ✷✳✺✺
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✻✸ ✸✳✾✸ ✹✳✷✹
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✸✻ ✵✳✾✶ ✶✳✼✷
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✭❛✐r❡✮ ✹✼ ✷✳✶✷ ✸✳✵✻
❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s érr♦♥é❡s ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦t❛❧ ❡t r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑PP❱✳
❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❑PP❱ ✰ ❆❋❉
♣♦✉❡t
▲❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧❧✉r❡s ❞❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡ t❡①t✉r❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s à ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❆❋❉ ✭❆♥❛❧②s❡ ❋❛❝t♦r✐❡❧❧❡
❉✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡✮ ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s
♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉és st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❆❋❉✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✺✺ à ✺✳✻✸ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ❆❋❉ ♣♦✉r ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ✭❝❧❛ss❡✮ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①✱ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✳✷ ❢♦✉r♥✐t ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❛♣rès
✶✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❆❋❉✳ ❈❡s ✜❣✉r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦♥s❡r✈é❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✽
♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❡t ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs ❝♦♥s❡r✈é❡s✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✭✜❣✉r❡s ✺✳✺✺✱ ✺✳✺✻✱ ✺✳✺✼✱ ✺✳✺✾✱
✺✳✻✵✱ ✺✳✻✷ ❡t ✺✳✻✸✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❆❋❉ ❛ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ✉♥ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡s
s♣❡❝tr❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✽
❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧✱ ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0.4 ❡t 0.7✳ ▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✲
✈é❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✐t✉é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✐tér❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞♦♥❝ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❧✐és à ❧❛ t❡①t✉r❡ ✜♥❡✳ P♦✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s
♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈é❡ s❡ tr♦✉✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ à ❝♦♥s❡r✈❡r✳
▼ét❤♦❞❡s
❚❛✐❧❧❡ ✈❡❝t❡✉r
✐♥✐t✐❛❧
❚❛✐❧❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❛♣rès ❆❋❉
❚❛✉① ❞❡
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ◆❱● ✹✵ ✷✺ ✵✳✻✸
P❙ ❣é♦❞és✐q✉❡ ◆❱● ✹✵ ✶✻ ✵✳✹✵
P❙ ❛✐r❡ ◆❱● ✹✵ ✷✶ ✵✳✺✸
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ◆❱● ✷✵✵ ✶✵ ✵✳✵✺
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ◆❱● ✸✽ ✷✸ ✵✳✻✶
P❙ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ✹✵ ✷✽ ✵✳✼✵
❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✷✵✵ ✶✷ ✵✳✵✻
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✸✻ ✷✵ ✵✳✺✻
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✭❛✐r❡✮ ✸✻ ✶✽ ✵✳✺✵
❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬❆❋❉ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈é❡✳
▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✾ ❡t ✺✳✶✵ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ❑PP❱ ♣ré❝é❞é❡ ❞✬✉♥❡ ❆❋❉✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ t❛✉①
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s✳ ❚r♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦✜t❡♥t ❞❡ ❝❡t ét❛❣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡ ❛✈❡❝
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛✐r❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t
❞❡s t❛✉① ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ré❞✉✐ts✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st s②♠♣t♦♠❛t✐q✉❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡ 200 à ♠♦✐♥s ❞❡ 12✱ ❝♦♥❝❡♥trés ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r
❧❡ ♣r❡♠✐❡r q✉❛❞r❛♥t ✭❛♥❛❧②s❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à t♦✉t❡s
❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs s❡♠❜❧❡♥t ♣❡✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❡t ♥♦♥ ❥✉st✐✜❛❜❧❡s à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ❝❡s rés✉❧t❛ts✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣♦rté❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✾ ❡st q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬❆❋❉ ❛ ré❞✉✐t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆r✈✐s ❡t q✉✐ s❡rt ❞❡ s✉♣♣♦rt à ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡①✲
✺✳✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡ à ❞❡s t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ✶✼✺
♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❝♦♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❝♦✉❧❡✉rs
♦✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳
❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧été❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s q✉❡ s❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❋❉✱
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦t✐❢ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s
s♣❡❝tr❡s ét❛✐❡♥t ❝❡✉① q✉✐ ♣rés❡♥t❛✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡ ❛✈❛♥t ❧✬❆❋❉✱ ❡t q✉❡
❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♦♥t été ré❞✉✐t❡s ♣❛r ❧✬❆❋❉✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❛✉① ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦❤ér❡♥t✳ P❛r
♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s s♣❡❝tr❡s ❧❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♥✬❛ ♣❛s ré✉ss✐ à ré❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛✲
r✐❛t✐♦♥ ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡ ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ ♣❡✉t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✾ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑PP❱ ♣ré❝é❞é❡ ❞✬✉♥❡ ❆❋❉✳
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♠❛❧ ❝❧❛ssé❡s
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❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✻✸ ✸✳✺✸ ✸✳✽✶
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✺✽ ✸✳✶✸ ✸✳✻✼
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✭❛✐r❡✮ ✺✸ ✷✳✾✵ ✸✳✼✷
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s érr♦♥é❡s ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦t❛❧ ❡t r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑PP❱ ♣ré❝é❞é❡ ❞✬✉♥❡ ❆❋❉✳
❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❑PP❱ ✰ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦✉❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♣♦✉❡t
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ t❡①t✉r❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✱ ❛①é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡s
✶✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s ♣♦rt❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té
❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✉t✐❧✐sé à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❛ttr✐❜✉t ❝♦♥st✐t✉é ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✭✓ ✐♠❛❣❡tt❡ ✔✮ ✐♥❝❧✉t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ t❡①t✉r❡s
❛✉q✉❡❧ ❡st ❛❞❥♦✐♥t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦✉❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡✳
▲❡s ❣❛✐♥s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❛✉① ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ét❛♥t ❝❡✉① q✉✐ ❡♥ ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ✭❣❛✐♥ ❞❡ ✶✹✪ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❣r✐s ❡t ❞❡ ✶✵✪ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉❧❡✉r✮✳ ❈❡ ❣❛✐♥ ❝♦♥✜r♠❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ s✉r
❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❣❛✐♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ✈♦✐r ♥é❣❛t✐❢✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s
✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖❯❚❊❳ ❡t ♣❛r ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡tt❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s t❡✐♥t❡s ❡t ❞❡s s❛t✉r❛t✐♦♥s très s✐♠✐❧❛✐r❡s✱
✐♠♣❧✐q✉❛♥t ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳
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✭❦❂✶✮
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❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ✻✸ ✸✳✾✸ ✹✳✷✹
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✺✼ ✸✳✵✸ ✸✳✻✶
❙✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ❝♦✉❧❡✉r ✭❛✐r❡✮ ✺✺ ✷✳✼✽ ✸✳✹✹
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✷ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s érr♦♥é❡s ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦t❛❧ ❡t r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❑PP❱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
✺✳✹✳ ❇✐❧❛♥ ✶✼✼
◗✉❡❧s ❜✐❧❛♥s s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❄
♣♦✉❡t
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❝❡✲
♣❡♥❞❛♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ t❡①t✉r❡s ét❛✐t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
❞é♠❛r❝❤❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❡st t✐ré ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❆r✈✐s q✉✐ ❡ss❛②❡ ❞❡
❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❡①t✉r❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❛✈❡❝ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❡✉rs
❡♥ s✉s ✭♠♦②❡♥♥❡ ❡t é❝❛rt✲t②♣❡✮✱ ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡♥t❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s♣❛t✐♦✲
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❘●❇ ❡t ❍▲❙✳ ❙❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦♦❝❝✉rr❡♥❝❡s rés✉♠é❡s ♣❛r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❍❛r❛❧✐❝❦✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
❢r❛❝t❛❧❡s ♦♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦✐r❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s s♣❡❝tr❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡①✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t ❝♦rr♦❜♦r❡
❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❛✉ s❡♥s s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✱ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡st ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭t②♣❡ ❱✐st❡① ♦✉ ✐♠❛❣❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✮✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt✴❝❛♣❛❝✐té
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛
êtr❡ ♠❡♥é❡✳
✺✳✹ ❇✐❧❛♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ t❡①t✉r❡s ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s♣❛t✐❛❧❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✉♥❡
t❡①t✉r❡✳ ❊♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡①✐st❡♥t ❀ ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❞❡ ♠♦t✐❢s✱ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡
é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ✭ér♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ▼❛r❛❣♦s ❬✽✵❪✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡✱
♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♣❡❝tr❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡✉rs ❝❛✲
♣❛❝✐tés à ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❢❛❝❡
à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡✉r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥tr❛✲❝❧❛ss❡
❡st ❢❛✐❜❧❡ ❡①❝❡♣té❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✳
P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬❛s♣❡❝t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥ts s♣❡❝tr❡s✱ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❛ ♣✉ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❡t ❞❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
❢r❛❝t❛❧❡s✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s s♣❡❝tr❡s ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬❛ttr✐❜✉t✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉① s♣❡❝tr❡s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r❡♠❛rq✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❛❝❡ à ❝❡tt❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❛ s❡✲
✶✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❙♣❡❝tr❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s
❝♦♥❞❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❝♦✉❧❡✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❛✉ s❡♥s
s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✮ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t❡①t✉r❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❖✉t❡① ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s
❝❛♣❛❝✐tés ré❡❧❧❡s ❞❡s s❡♣❝tr❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡r♠❡t✲
tr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ ♣❛r
❍❛♥❜✉r② ❬✺✸❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛ss❛♥t ♣❛r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
é❝r✐t✉r❡ ♦✉✈r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐❞s ❛ttr✐❜✉é ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
s♣❛t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ❡st à ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t à é❝❧❛✐r❝✐r✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❦ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐
✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s ❞♦✐t êtr❡ ét✉❞✐é✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥
✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❙♦♠♠❛✐r❡
✻✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶
✻✳✶✳✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶
✻✳✶✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
✻✳✶✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✈❡❝ ❊❙P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸
✻✳✶✳✶✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✈❡❝ ❊❙◆P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹
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✻✳✶✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ✿ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❢♦r♠❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾
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✻✳✶✳✷✳✷ ❙é❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✵
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▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❛r ▼❛t❤❡r♦♥
❡t ❙❡rr❛ ❬✶✶✺❪✳ ❙❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❬✶✹✵✱ ✶✾❪✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t s❡ ❢❛✐t ♣❛r s❛ ❢♦r♠❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
q✉✐ ❧✬❡♥t♦✉r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r G′ ♣♦✉r ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ G′′ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❈❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ G ❡t ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r G′ ❡t ✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ F c ♣❛r G′′ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✮✳
ηb(F,G) = εb(F, (G
′)r) ∩ εb(F c, (G′′)r) ❛✈❡❝ εb(F,G) =
⋂
x∈DF ;y∈DG
F (x+ y) ✭✻✳✶✮
✶✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
♦ù F c ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ F ✭F c = {x, x /∈ F}✮ ❡tGr ❡st ❧❡ ré✢é❝❤✐ ❞❡G ✭Gr = G(−y)✮✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧✬♦❜❥❡t ❡st tr♦✉✈é✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❖r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❡rr❛ ❬✶✶✻❪✳
❈❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬♦❜❥❡ts ❜✐♥❛✐r❡s s✉s❝✐t❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ❞❡ ♣❛rt s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉✐✈✐ ♣❛r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ✈♦✐❡s ♦♥t été
♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈♦✐❡
s✉✐✈✐❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡
✈♦✐❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞é❞✐é❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡
❝❡s ✈♦✐❡s✱ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈♦✐❡s ❡①✐st❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r s♦✐t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡
♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t s♦✐t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♥❛✲
❧②s❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❣❛♥✐❣r❛♠♠❡
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥✳
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✽✶
✻✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♥✬❡st ♣❛s
✉♥✐q✉❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧❡✉r
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐♥❛✐r❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❞❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
✻✳✶✳✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
◆♦✉s r❛♣❡❧❧♦♥s q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡
♠❛rq✉❡✉rs ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❧✬♦❜❥❡t ❡st tr♦✉✈é✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s
♦✉t✐❧s s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛♠❡♥és à ✉t✐❧✐s❡r
❞❡s s✐❣♥❛✉① ✶❉ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
✶✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
✻✳✶✳✶✳✶ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
❖❞♦♥❡ ❡t ❛❧ ✿ ❖❞♦♥❡ ❡t ❛❧ ❬✾✷❪ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❜✐♥❛✐r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✮✳ ▲✬♦❜❥❡t ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr♦✉✈é ❧♦rsq✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t
❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✐❧❛té❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ❡t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥❢♦r♠é❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✸❉ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❖❞♦♥❡ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✷❉✳
❘❛❞✉❝❛♥✉ ❡t ❛❧ ✿ ❘❛❞✉❝❛♥✉ ❡t ❛❧ ❬✶✵✺❪ s❡✉✐❧❧❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ✐❧s ❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ s❡✉✐❧❧é❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❧❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✬✶✬ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✺✮✳
RaHM(f, g)(x) = sup
k=0..n−1
{x ∈ [ηb (T [f, k], (T [g, k])r)]} ✭✻✳✷✮
♦ù T [f, k] ❡t T [g, k] s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① f ❡t g s❡✉✐❧❧és ♣❛r k✳ T [f, g] ❡st ❢♦r♠é
♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬♦❜❥❡t ✭✈❛❧❡✉r ✬✶✬✮ ❡t ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t r❡✲
♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✭✈❛❧❡✉r ✬✵✬✮✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘❛❞✉❝❛♥✉ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✽✸
✻✳✶✳✶✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✈❡❝ ❊❙P
❙♦✐❧❧❡ ✿ ❙♦✐❧❧❡ ❬✶✷✹❪ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ✔ ✭❯❍▼✮ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻
♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❯❍▼✳
UHM(f, g)(x) =
{
εg(f, (g
′)r)(x)− δg(f, (g′′)r)(x) s✐ εg(f, (g′)r)(x) > δg(f, (g′′)r)(x)
0 s✐♥♦♥
✭✻✳✸✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❯❍▼ ❞❡ ❙♦✐❧❧❡ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ✔ ✭❈❍▼✮ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ✉t✐❧✐sés ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❥♦✉té❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❯❍▼ ❡st q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭g′ ♦✉ g′′✮ ❞♦✐t
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉✬✐❧ ❞é❝r✐t ✭❧❡ ❢♦♥❞ ♦✉ ❧✬♦❜❥❡t✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❍▼ ❡st
❞♦♥❝ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ ❞❛♥s s❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
CHM(f, g)(x) =


f(x)− δg(f, (g′′)r)(x) s✐ f(x) = εg(f, (g′)r)(x)
❡t f(x) > δg(f, (g′′)r)(x)
εg(f, (g
′)r)(x)− f(x) s✐ f(x) = δg(f, (g′′)r)(x)
❡t f(x) < εg(f, (g′)r)(x)
0 s✐♥♦♥
✭✻✳✹✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈❍▼ ❞❡ ❙♦✐❧❧❡ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳
✶✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
s♦♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ▲❡s ♠❛rq✉❡✉rs s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉ rés✉❧t❛t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦❜❥❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❯❍▼✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❯❍▼ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♦❜❥❡t
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭♦❜❥❡t ❧❡ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❍▼✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ♥✬❡st ♣❛s
tr♦✉✈é ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈❍▼ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❛ ✉♥❡ ❛s♣ér✐té ✭❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✮✳
✻✳✶✳✶✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✈❡❝ ❊❙◆P
P♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s✉♣ér✐❡✉r g′′ ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ s✐❣♥❛❧
❡t ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✐♥❢ér✐❡✉r g′ ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts s♦♥t tr❛♥s❧❛tés
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ ét❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞✉ s✐❣♥❛❧✳
❘♦♥s❡ ✿ ❘♦♥s❡ ❬✶✶✷❪ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿
RoHM(f, g)(x) =


εg(f, (g
′)r)(x) s✐ εg(f, (g′)r)(x) ≥ δg(f, (g′′)r)(x)
❡t δg(f, (g′′)r)(x) 6= + ∞
− ∞ s✐♥♦♥
✭✻✳✺✮
▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✽✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❙♦✐❧❧❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦♥✲♣❧❛ts ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❛✈❡❝ ✉♥
❝♦♥tr❛st❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❙♦✐❧❧❡ ❡t ❘♦♥s❡ s♦♥t
♥é❛♥♠♦✐♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ ❛❧♦rs été ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ✉♥✐✜❡r ❬✾✵❪✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘♦♥s❡ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳
❑❤♦sr❛✈✐✲❙❝❤❛❢❡r ✿ ❑❤♦sr❛✈✐ ❡t ❙❝❤❛❢❡r ❬✼✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲
♣❧❛t g ♣♦✉r ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡✳
KHM(f, g)(x) = εg(f, (g)
r)(x) + εg(−f, (−g)r)(x) ✭✻✳✻✮
= εg(f, (g)
r)(x)− δg(f, (−g)r)(x) ✭✻✳✼✮
▲♦rsq✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ s✐❣♥❛❧ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♥✉❧✱ ❧✬♦❜✲
❥❡t ❡st ❛❧♦rs tr♦✉✈é ❀ s✐♥♦♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♥é❣❛t✐❢ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❯♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉t♦r✐s❡r
✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é✳
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✽✺
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❑❤♦sr❛✈✐ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳
❇❛♥♦♥ ❡t ❛❧ ✿ ▲❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬♦❜❥❡t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇❛♥♦♥ ❬✶✺❪ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts g = {g′, g′′}✳ ▲❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ s♣❛t✐❛❧❡ ♠❛✐s ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
❈❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
❣r✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ré❣❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
q✉✐ ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❡t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❇❛♥♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r s♦♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉✲♦✉✲r✐❡♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✽✮✳
BanHM(f, g)(x) =
∑
i=1..n
λi(x)
avec n = #(g′) = #(g′′)
λi(x) = εig′(yi)(x) ∧ δig′′(yi)(x)
εig′(yi)(x) =
{
1 s✐ f(x+ yi) ≥ g′(yi)
0 s✐♥♦♥
✭✻✳✽✮
δig′′(yi)(x) =
{
1 s✐ f(x+ yi) ≤ g′′(yi)
0 s✐♥♦♥
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡✲
♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ Df ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts Dg q✉✐
s♦♥t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✮✳ ❯♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡
❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❧✐❡✉① ♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛♥♦♥ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳
✶✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❇❛r❛t ❡t ❛❧ ✿ ❇❛r❛t ❬✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❜❛sé❡ s✉r
✉♥ ♣❛❧♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
∆x ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ∆0 ❛❧♦rs ❧✬♦❜❥❡t
❡st tr♦✉✈é✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ∆0 ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉✲
r❛♥ts ❛✉ r❡♣♦s✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts g = {g′, g′′} ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛r❛t s✬é❝r✐t ✿
BarHM(f, g)(x) = δg(f, (−g′′)r)(x)− εg(f, (g′)r)(x) , ❛✈❡❝ g(x)r = g(−x) ✭✻✳✾✮
BarHM(f, g)(x) = −KHM(f, g)(x) , ❛✈❡❝ g′ = g′′ ✭✻✳✶✵✮
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❇❍▼ ♣♦ssè❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts à ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❙❖▼P ✭❙✐♥❣❧❡ ❖❜❥❡❝t ▼❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ Pr♦❜✐♥❣✮ q✉✐ ✉t✐✲
❧✐s❡ ✷ é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡ ✭g′ ❂ g′′✮ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ✭▼✉❧t✐♣❧❡ ❖❜❥❡❝ts
▼❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ Pr♦❜✐♥❣✮ q✉✐ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✷ é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳
▲❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❙❖▼P ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✳
SOMP (f, g)(x) = δg(f, (−g′)r)(x)− εg(f, (g′)r)(x) ✭✻✳✶✶✮
MOMP (f, g)(x) = δg(f, (−g′′)r)(x)− εg(f, (g′)r)(x) ✭✻✳✶✷✮
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❙❖▼P s❡ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❧✐♠✐té❡ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é ❀
❧✬♦❜❥❡t ❡st tr♦✉✈é ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❙❖▼P ❡st ♥✉❧✳ ❯♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é
♣♦✉r ❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é ♠❛✐s ✐❧ ♣❡r♠❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✮✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱
♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛❜❛r✐t✳ ❈❡ ❣❛❜❛r✐t ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ▲✬♦❜❥❡t ❡st ❛✐♥s✐ ❞ét❡❝té
❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆0 à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡s
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❛✉ r❡♣♦s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✮✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❙❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳ ▲✬♦❜❥❡t ❡st
tr♦✉✈é ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts tr❛♥s❧❛tés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s✐❣♥❛❧
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ s❡✉✐❧ t✳
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✽✼
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉✳ ▲✬♦❜❥❡t ❡st
tr♦✉✈é ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts tr❛♥s❧❛tés ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ s✐❣♥❛❧
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ∆0 ✶✳
✻✳✶✳✶✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
P❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ét✉❞✐é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts s♦♥t à r❡t❡♥✐r✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ❞♦♥✲
♥é❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❖❞♦♥❡ ❡t ❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥tr✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s à ♣❧✉s ❞❡
✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐♥❛✐r❡✳
P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❘❛❞✉❝❛♥✉✱ ❧❡ s❡♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡r❛✐t
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙♦✐❧❧❡✱ ❞❡ ❑❤♦sr❛✈✐ ❡t ❧❡ ❙❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝✲
t✉r❛♥ts ♣❧❛ts ♦✉ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✳ ❊❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é s❛♥s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r
❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é ❡t ❧✬♦❜❥❡t ❞ét❡❝té ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❡s
❞❡ r❛♥❣ ♦✉ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳ ▼❛✐s ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ t②♣❡ ✭❢♦r♠❡
♦✉ ❝♦♥tr❛st❡✮ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛✉t♦r✐sé❡s✳
❊♥✜♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❇❛♥♦♥ ❡t ❧❡ ▼❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝✲
t✉r❛♥ts ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ❣❛❜❛r✐t✳ ❈❡ ❣❛❜❛r✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s à ❛✉t♦r✐s❡r✳ ▼❛✐s
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t ❬✶✻❪ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉✲
r❛♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❡♥ ❢♦r♠❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s é❝❛rts à ❛✉t♦r✐s❡r
♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧✬♦❜❥❡t à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲
r✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ❞✉ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸
r❡♣r❡♥❞ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥ ❧✬❛❞❛♣t❛♥t à ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦✉❧❡✉r ❬✶✸✸❪✳
▲❡s ❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡✉r
♠ét❤♦❞❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s é❝r✐t✉r❡s s♦♥t à ❜❛s❡ ❞❡ ✜❧tr❡s ❞❡ r❛♥❣ ❬✶✵✱ ✺✼❪✳ ❉✬❛✉tr❡s é❝r✐t✉r❡s s✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st ❛❧♦rs ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❛♥❞❡
✶✳ ∆0 ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❛✉ r❡♣♦s
✶✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✕ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❍▼❚ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r✳
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✽✾
s♣❡❝tr❛❧❡ ❬✶✸✼❪✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✜❧tr❡s ❞❡ r❛♥❣✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳
P♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❞✐st✐♥❝ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✉t♦r✐s❡r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é ❡t
❧❡s ♦❜❥❡ts tr♦✉✈és✳ ▼❛✐s s✉rt♦✉t✱ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s❡✉❧❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛r❛t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦r♠❡ sé♣❛ré♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥
❝♦♥tr❛st❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❥✉s✲
q✉✬à ♣rés❡♥t s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts✳
❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❝♦✉❧❡✉r ❡①✐st❛♥t❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳
❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❛✉① ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r
♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❛r❛t
à t♦❧ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
✻✳✶✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ✿ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❢♦r♠❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣✐①❡❧s s✉r ❧❛
✓ ❣r✐❧❧❡ ✔ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣✐①❡❧s✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
✻✳✶✳✷✳✶ ❙é❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❢♦r♠❡
▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ré♣♦♥❞ à ❝❡tt❡
❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❣❛❜❛r✐t✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡
♠♦❞è❧❡s ♦✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛♣❛❝✐té ❛✈❡❝ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡ttr❡s ❢♦r♠é❡s à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❵♦✬ ♦✉ ❧❡ ❵❜✬✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❥❛♠❜❛❣❡ ✷✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
✐♥❢ér✐❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❧❡ttr❡s ❢♦r♠é❡s ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t s✉♣ér✐❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉t♦r✐s❡r t♦✉s ❧❡s ❥❛♠❜❛❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡
❧❛ ❧❡ttr❡ ❡st ✉♥ ✓ tr♦✉ ✔ ❛✉ ❝❡♥tr❡✳ ▲❡s ♠❛rq✉❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ♥♦s ❛tt❡♥t❡s✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ❧❡ttr❡s ❢♦r♠é❡s ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡①t❡ ✭❵♦✬✱ ❵♣✬✱ ❵q✬✱ ❵❞✬✮ ♦♥t ❜✐❡♥
été ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❧❡ttr❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s ❛✉
✷✳ ❚r❛✐t ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡ss✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡✳ ▲❛ ❧❡ttr❡ ♥ à ✷ ❥❛♠❜❛❣❡s✳
✶✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❝r✐tèr❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ s♦✉❤❛✐té❡ ♥✬♦♥t ♣❛s été ❞ét❡❝té❡s✳
✭❛✮ ➱❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
✐♥❢ér✐❡✉r
✭❜✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭❝✮ ➱❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
s✉♣ér✐❡✉r
✭❞✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ▼❖▼P✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t
❧❡s ♠❛rq✉❡✉rs ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❧❡ttr❡s tr♦✉✈é❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❧❡ttr❡s ❢♦r♠é❡s ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ❥❛♠❜❛❣❡✳
✻✳✶✳✷✳✷ ❙é❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡
❞✉ ▼❖▼P✳ ❯t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs ♥❡ ♣ré❝✐s❡♥t ♣❛s ❝♦♠✲
♠❡♥t ré❣❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞és✐ré❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉✲
r❛♥ts✳ ❇❛r❛t ❬✶✻❪ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t g′′ ❞♦✐t s❡ tr♦✉✈❡r ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ g′✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
✐♠♣♦s❡ ❛✉① ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ ♠ê♠❡ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ré❞✉✐t
❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳
❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✱ ✉♥
♦❜❥❡t ❡st ❞ét❡❝té ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ▲❡
❣❛❜❛r✐t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts g′ ❡t g′′✱ ♦ù g′ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ g′′✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ g′ ❡t g′′ à ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❡st ♥♦té❡ hg′ ❡t hg′′ ✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ∆0 ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ∆0 = hg′′ − hg′ ✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✶✺❜ ❡t ✻✳✶✺❝ ♠♦♥tr❡♥t
❞❡✉① ❝❛s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✶❉ ✭❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡✮✳
■❝✐ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts✳ ▲❡s ♠♦t✐❢s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ q✉❡ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✺❛✮✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❡st ❞♦♥❝ ❧❡✉r ❝♦♥tr❛st❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺❜ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❧♦rsq✉❡
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✾✶
❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♦♥t ✉♥ ❢♦rt ❝♦♥tr❛st❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺❝ ❧❡s ♠♦t✐❢s ♦♥t ✉♥
❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ ✕ ✭❛✮ ●❛❜❛r✐t ❀ ✭❜✮ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ f ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ♠♦t✐❢s à ❢♦rt ❝♦♥tr❛st❡ ❀ ✭❝✮ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ f ❝♦♠♣♦sé
❞❡ ♠♦t✐❢s à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ s✐❣♥❛❧ f ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ b(x) ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N
♠♦t✐❢s M ✭éq✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✸✮✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦t✐❢ M ❡st ❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ DM t❡❧ q✉❡
M(x) = 0, ∀x 6⊂ DM ✳ ❈❡s ♠♦t✐❢s s♦♥t s✐t✉és ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s yi ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ yi
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ DM ❞❡s ♠♦t✐❢s✳
f(x) = b(x) +
N⋃
i=1
M(x− yi) ✭✻✳✶✸✮
P♦✉r q✉✬✉♥ ♠♦t✐❢ s♦✐t ❞ét❡❝té ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✉ ♠♦t✐❢
❞♦✐t êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡✉① ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts g′ ❡t g′′ ✿ DM = Dg′ = Dg′′ ✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s
❞♦♠❛✐♥❡s s♣❛t✐❛✉① ét❛♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ q✉❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s x− yi✳ ❊♥ s✬❛♣✲
♣✉②❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ♦ù ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧✬❛♥t✐✲❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ∆0✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥t✐✲❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s x− yi✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ♣♦s❛♥t x′ = x− yi
✶✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❡st ❧✬❛♥t✐✲❞✐❧❛t❛t✐♦♥ δg(f, (−g′′)r)(x)✳ ▲✬é❧é✲
♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t g′′ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝❡♥tré❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧
DM ✳ ➚ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ yi ❞✉ ♠♦t✐❢ ✭❡♥ x′✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥t✐✲❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ✿
δg(f,−(g′′)r)(x′) =
{
f(x′)− hg′′ s✐ f(x′)− hg′′ ≥ b′′(x′)
b′′(x′) s✐♥♦♥
✭✻✳✶✹✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ b′′(x′) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❢♦♥❞ b(x) ❧♦rsq✉❡ g′′ ❡st ❝❡♥tré s✉r
❧❡ ♠♦t✐❢ ✭à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x′✮ ❡t f(x′) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧ à ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❡st ❧✬ér♦s✐♦♥ εg(f, g′)(x)✳ ➚ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ yi
✭x′ = x− yi✮✱ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♠♦t✐❢✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡st ✿
εg(f, g
′)(x′) =
{
b′(x′) s✐ f(x′)− hg′ ≥ b′(x′)
f(x′)− hg′ s✐♥♦♥ ✭✻✳✶✺✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ b′(x′) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ❢♦♥❞ b(x) ❧♦rsq✉❡ g′′ ❡st ❝❡♥tré s✉r
❧❡ ♠♦t✐❢ ✭à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x′✮ ❡t f(x′) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✐❣♥❛❧ à ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ❡st ❞ét❡❝té ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥t✐✲
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ x′ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ∆0 ✿
δg(f,−(g′′)r)− εg(f, g′)(x′) < ∆0 ✭✻✳✶✻✮
❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s à ❢♦rt ❝♦♥tr❛st❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
▼❖▼P ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿{
δg(f,−(g′′)r)(x′) = f(x′)− hg′′
εg(f, g
′)(x′) = b′(x′)
✭✻✳✶✼✮
⇒ f(x′)− hg′′ − b′(x′) < ∆0 ✭✻✳✶✽✮
⇒ f(x′)− b′(x′) < ∆0 + hg′′ ✭✻✳✶✾✮
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦t✐❢s à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿{
δg(f,−(g′′)r)(x′) = b′′(x′)
εg(f, g
′)(x′) = f(x′)− hg′ ✭✻✳✷✵✮
⇒ b′′(x′)− (f(x′)− hg′) < ∆0 ✭✻✳✷✶✮
⇒ f(x′)− b′′(x′) > hg′ −∆0 ✭✻✳✷✷✮
❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉
❢♦♥❞ s♦♥t é❣❛❧❡s ✭b′(x − yi) = b′′(x − yi)✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❙✐ ❧❡ ❢♦♥❞ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ b′(x− yi) 6= b′′(x− yi)✱ ❛❧♦rs ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ♣r❡♥❞r❛ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥
❝♦♥tr❛st❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s❛♥s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✳
✻✳✶✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✶✾✸
❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ hmin ❡t hmax ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦t✐❢
❡t s♦♥ ❢♦♥❞✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✾✮ ❡t ✭✻✳✷✷✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
{
hmin = hg′ −∆0
hmax = hg′′ +∆0
❛✈❡❝ ∆0 = hg′′ − hg′ ✭✻✳✷✸✮
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts ✿ {
hg′ =
2hmin+hmax
3
hg′′ =
hmin+2hmax
3
✭✻✳✷✹✮
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ▼❖▼P ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♠♦t✐❢s ❛②❛♥t ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ q✉✐
s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ [hmin, hmax] ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs hg′ ❡t hg′′ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés
❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✻✳✷✹✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡st
❞❡ ✸∆✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ∆ ❡st ❞♦♥❝ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ♣♦✉r ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝r♦✐① ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧❛
❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ✶ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ♣❛r ♣❛s ❞❡ ✸✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ✉t✐❧✐sé
❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝r♦✐① q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ré♣été ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❧❡s ❝r♦✐① sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ à ❝❡❧❧❡s ❛tt❡♥❞✉❡s✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ hmin = 10,
❤max = 50
✭❝✮ hmin = 50,
❤max = 100
✭❞✮ hmin = 50,
❤max = 200
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❝r♦✐① ❛✈❡❝
✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✳ ▲❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❤♦✐s✐s s♦♥t
✐♥❞✐q✉és s♦✉s ❧❛ ✜❣✉r❡✳
▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉✲
r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✐❝✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❡t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡
sé❧❡❝t✐♦♥♥é✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐tér❛t✉r❡ ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳
✶✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
✻✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❝♦✉❧❡✉r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♣❛r❛♠étr❡r ❧❡ ❣❛❜❛r✐t
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬♦❜❥❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés
❞❡ ♥♦tr❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❜❛s❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❛✈❡❝
✈ér✐té t❡rr❛✐♥✳
✻✳✷✳✶ ❊❝r✐t✉r❡ ❝♦✉❧❡✉r
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ét❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❇❛r❛t
♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❈❈▼▼✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓ ❈▼❖▼P ✔ ♥♦tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡
❞❡ ❇❛r❛t ♣♦✉r ✓ ❈♦❧♦r ✰ ▼❖▼P ✔✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❈▼❖▼P ❡st ❛❧♦rs ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
CMOMP (f, g)(x) = δc(f,−(g′′)r)(x)− εc(f, (g′)r)(x)
=
∨
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)−
c
g′′(y)
}
−
∧
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)−
c
g′(y)
}
✭✻✳✷✺✮
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦✉❧❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ✭εc✮✱ ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭δc✮ ❡t ❞❡
s♦✉str❛❝t✐♦♥ ✭−
c
✮✳
✻✳✷✳✶✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡
❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛❜❛r✐t ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ❡♥
❢♦r♠❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ à ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦r♣❤♦✲
❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜❛sé❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲❡ ❣❛❜❛r✐t ❝♦✉❧❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳ ■❧
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ✸ ❞és✐ré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✼✮ ✿
✸✳ ▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❝❛❧✲
❝✉❧♦♥s ❧❡ ❝♦♥str❛st❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ DeltaE✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✶✾✺
• ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ✉t✐❧✐sés✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ré❣❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t t♦✉t ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡
❝♦♥tr❛st❡ ✈♦✉❧✉ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❀
• ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ∆0 s❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣♦✉r ❣ér❡r ❧✬é❝❛rt
❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ à ❛✉t♦r✐s❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞ét❡❝tés ❀
• ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡s à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❝♦♥trô❧❡♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❝❤♦✐s✐✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✐❡♥t ❧❛ ❝♦✉✲
❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ❢♦♥❞ ❡♥t♦✉r❛♥t ❧✬♦❜❥❡t ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ❈❡❝✐
❛♠è♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♥é❝éss✐té ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ➚ ❝❡ st❛❞❡ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈♦✐❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❬✻✸❪✳
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ∆0 ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥t
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❡
❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ||−−−−−−−→O−∞O+∞|| s✐♥♦♥ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ❢♦♥❞ s❡r♦♥t ❞ét❡❝tés✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✽ ♠♦♥tr❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ∆0 ❡t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r
||−−−−−−−→O−∞O+∞||✳ ▲♦rs ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ∆0 s❡r❛ ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❞✐st❛♥❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é✳
✶✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽ ✕ ❙é❧❡❝t✐✈✐té ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ∆0 ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✻✳✷✳✶✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❈▼❖▼P ❢❛❝❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❀ ❝❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❘❱❇✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❬✶✸✼❪ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❞❡ ❙♦✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à
❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❍❙▲ ❞❡ ▲♦♣❡③✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ♣♦✉r ✓ ❙♦✐❧❧❡ ✰ ▲♦♣❡③ ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠ ✔✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❝❡ t②♣❡ ❞✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾❛ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ s②♥✲
t❤ès❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❝r♦✐① ✈❡rt❡s s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ♥♦✐r✳ ❆✜♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡✱ ❧❡s
❝r♦✐① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ✈❡rt✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝♦✉❧❡✉r [25 255 25] ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘❱❇ ❛✉q✉❡❧ ❡st ❛❥♦✉té ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦✉❧❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡
✈❡❝t❡✉r ❝♦✉❧❡✉r ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t s❛ ♥♦r♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡ ❡t ❞♦♥t ❧✬é❝❛rt✲t②♣❡ ❡st ❞❡ ✺✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ∆0 ❛
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾❜ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ✸
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❝r♦✐①✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t
❧❡ ✈❡rt ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭O+∞✮ ❡t ❧❡ ♥♦✐r ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭O−∞✮✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞és✐ré❡✱ ✐❝✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❧❡s
❝r♦✐① ✈❡rt❡s✱ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ 120◦✳
❈❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P ❞ét❡❝t❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡①❛❝t ❧♦rsq✉❡ ∆0 ❡st é❣❛❧ à ✵✳✵✶
❡t ❡①tr❛✐t ❧❡s ❝r♦✐① ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ∆0 ❛✉❣♠❡♥t❡ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✶✾❞ à ✻✳✶✾❢✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡st ❜✐❡♥ ❝❡❧✉✐
❛tt❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈▼❖▼P✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ❡①tr❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝r♦✐① q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ t❡✐♥t❡ ♣❧✉s
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✶✾✼
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❱✉❡ ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉
❣❛❜❛r✐t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P
✭❝✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ✭t❡✐♥t❡ ❂
120◦✮
✭❞✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
∆ = 0.01
✭❡✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
∆ = 3
✭❢✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
∆ = 6
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈▼❖▼P ❡t ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ❞❛♥s ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té
❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡s ❝r♦✐① q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♦♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝♦✉❧❡✉r ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ [25 255 25] ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❘❱❇✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝r♦✐① ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❝♦✉❧❡✉r [25 255 25] ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥
♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ∆ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P t❛♥❞✐s q✉✬❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♥❡ ❧❡
♣❡r♠❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔✳
♣r♦❝❤❡ ✹ ❞❡ 120◦ ✭t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮ q✉❡ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ q✉✐ ❡st ❞❡ 0◦ ♣♦✉r ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ♥♦✐r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ❡①tr❛✐t ❞♦♥❝ ❧❡s ❝r♦✐① q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ t❡✐♥t❡ ❡♥tr❡ 0◦
❡t 240◦✳ ❆✐♥s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝r♦✐① ✈❡rt❡s✱ s❛♥s ❡①❝❡♣t✐♦♥✱ s♦♥t ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲
❍▼❚ ✔ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✾❝✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥✜r♠❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té
♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❛♣♣❛r❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔
✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✵❛✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵❛ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ♥♦✐r ❡t ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s
❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝r♦✐① ❞❡
t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✺×✺ ♣✐①❡❧s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
P♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té s❡r❛ ❛❧♦rs ❢❛✐❜❧❡ ✭∆0 ❂ ✶✮✳ ▲❡
❣❛❜❛r✐t ✉t✐❧✐sé ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾❜ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❧❡ ♥♦✐r ♣♦✉r
❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ❞ét❡❝t❡r ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛
✹✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ t❡✐♥t❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té ❞❡s
t❡✐♥t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t❡✐♥t❡ H1 ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Hr q✉❡ ❧❛ t❡✐♥t❡ H2 ❧♦rsq✉❡ ✿
d∧(H1, Hr) < d∧(H2, Hr)✳ P♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✈♦✐r ❬✺✷❪
✶✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ✭t❡✐♥t❡ ❂ 0◦✮
✭❝✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ✭t❡✐♥t❡ ❂
120◦✮
✭❞✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ✭t❡✐♥t❡ ❂
240◦✮
✭❡✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
O+∞ = [255 0 0]
✭❢✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
O+∞ = [0 255 0]
✭❣✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
O+∞ = [0 0 255]
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈▼❖▼P ❡t ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ❞❛♥s ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té
❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝r♦✐① r♦✉❣❡s✱ ✈❡rt❡s ♣✉✐s
❜❧❡✉❡s s✉r ❢♦♥❞ ♥♦✐r✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P ♣❛r✈✐❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ∆✮✱ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝r♦✐①
r❡❝❤❡r❝❤é❡s ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔✳
♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡✐♥t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
r❡❝❤❡r❝❤é✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✷✵❜ à ✻✳✷✵❞✮ ❞ét❡❝t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝r♦✐① ❛②❛♥t ✉♥❡
t❡✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é❡✱ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐① ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦♥❞✳
❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❝r♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡
❝♦✉❧❡✉r ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡
❧❛ ❝r♦✐① à ❞ét❡❝t❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st t❡①t✉ré✳ ❆✈❡❝ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P ✭✜❣✉r❡s ✻✳✷✵❡ à ✻✳✷✵❣✮ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝r♦✐① ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♦♥t ❜✐❡♥
été ❞ét❡❝té❡s✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✶✾✾
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔✱
✭t❡✐♥t❡ r♦s❡ ❂ 0◦✮
✭❝✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔✱
✭t❡✐♥t❡ r♦✉❣❡ ❂ 0◦✮
✭❞✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔✱
✭t❡✐♥t❡ ♦r❛♥❣❡ ❂ 30◦✮
✭❡✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
O+∞ = [255 79 79]
✭❢✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
O+∞ = [255 0 0]
✭❣✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ❈▼❖▼P✱
O+∞ = [255 127 0]
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❈▼❖▼P ❡t ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ❞❛♥s ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té
❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❡♥ ❢♦r♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❡t
❧❡s ❞✐sq✉❡s r♦s❡s✱ r♦✉❣❡s ♣✉✐s ♦r❛♥❣❡s s✉r ❢♦♥❞ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P ♣❛r✈✐❡♥t✱
❣râ❝❡ à s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡
❝♦✉❧❡✉r ∆ ❡t ❣❛❜❛r✐t✮ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❛✉ ❝♦♥tr❛st❡
❝♦✉❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✜❣✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✶❛✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ sé❧❡❝✲
t✐✈✐té ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❡t ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s
❝❡r❝❧❡s ♣❧❡✐♥s ♦✉ ✈✐❞❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r r♦s❡✱ r♦✉❣❡ ♣✉✐s ♦r❛♥❣❡ s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r✳ ▼❛❧❣ré ❧❛
♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✈♦✉❧✉❡ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✷✶❡ à ✻✳✷✶❣✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡♥
❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭δ = 0.01✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
t❡✐♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s tr♦✐s ♦❜❥❡ts s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐r ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡s ❀ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs r♦✉❣❡ ❡t ❧❡ r♦s❡ ♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t❡✐♥t❡ ❞❡ 0◦ ❡t ❧❛
✷✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❝♦✉❧❡✉r ♦r❛♥❣❡ ✉♥❡ t❡✐♥t❡ ❞❡ 30◦✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s
❞✐st✐♥❣✉❡r ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ✭✜❣✉r❡s ✻✳✷✶❜ à ✻✳✷✶❞✮✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✷✶❡ à ✻✳✷✶❣ ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡♥ ❣é✲
r❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❡t ❞❡s ❞✐sq✉❡s✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡s❝♦♠♣té ❡♥ ❞ét❡❝t❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s✳
❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❙✰▲ ❍▼❚ ✔ ♥❡ ❞ét❡❝t❡ q✉✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ❞ét❡❝t❡r✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❝♦♥tr❛✐♥ts ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡
❢♦r♠❡✳ ❯♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs ❬✶✵✱ ✶✸✼❪ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❞ét❡❝t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❛②❛♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❡t ❞❡s
t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛✐s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t ❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts✱ ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❬✶✸✸❪ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❞❡s ✜❧tr❡s ❞❡ r❛♥❣ ❬✶✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ✐❧
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t
❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ s♦✉❤❛✐té❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❥❡✉ ❞❡
♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆✈❡❝ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥trô❧é❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ s❡✉❧❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t✳
✻✳✷✳✷ ❘és✉❧t❛ts s✉r ✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs
▲❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛②❛♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❜❛s❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ré❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉✳ ◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ♣❛r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s
❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t✐ss✉s ❞❡ t✉♠❡✉r ❞❡ s❡✐♥s✳
✻✳✷✳✷✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉
❈♦♥t❡①t❡ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉① ❡st ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐❡✴❝♦s♠ét♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❛♣♣❧✐q✉és s✉r ❧❛ ♣❡❛✉ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✬♦❜❥❡ts
s✉♣♣r✐♠és ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé❡s ♣❛r ❞❡s ❡①♣❡rts ✭♣❧✉s ❞❡ ✸✵✮
❛✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ✓ sé✈ér✐té ✔ ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ✭♣♦r❡s✱ ♣♦✐❧s✱ r✐❞❡s✱ ❝♦✉♣❡r♦s❡s✱
✳✳✳✮ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❡❛✉✳
❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs✳ ▲❡
♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞û à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞✬❛rt❡❢❛❝ts ❞✉s ❛✉① ♠❛❧❛❞✐❡s ❡t ❛✉ ✈✐❡✐❧❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♣❡❛✉✳ ➚ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ t❡①t✉r❡ s✬❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ❡♥tr❡
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✷✵✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❡❛✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❈■❊▲❆❇
✉♥ ♦❜❥❡t ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉✳ ▲❡✉r sé♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝r✐tèr❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ s❡♠❜❧❡
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✷✮✳ ❯♥ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
❧✐é ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s s✐t✉♦♥s✳ ▲❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡s ❡①♣❡rts
s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧✐❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡s ❡①♣❡rts ❡t ❧❡✉r
❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✉❡❧❧❡✳ ❖r ❧❡ s②stè♠❡ ✈✐s✉❡❧ ❤✉♠❛✐♥ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s
♣❛r✈❡♥✐r à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❛♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
✷✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❇❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ▲❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡❛✉
❝♦♥t✐❡♥t ✸✺✽ ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉①✱ ❡t r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ❡t❤♥✐q✉❡s ✿ ✓ ♣❡❛✉ ❢r❛♥✲
ç❛✐s❡ ✔✱ ✓ ♣❡❛✉ ❥❛♣♦♥❛✐s❡ ✔ ❡t ✓ ♣❡❛✉ ❛♠ér✐❝❛✐♥❡ ✔✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞❡ t❡✐♥t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♦✉ ♥♦♥ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡
❞✬♦❜❥❡ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦r❡s✱ ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞❡ ❜❡❛✉tés✱ ❞❡s r✐❞❡s✱ ✳✳✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❡s ❡①♣❡rts ♦♥t é✈❛❧✉é ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
♣❛r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✵ à ✺✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✹ ❡♥ ❡st ✉♥ ❡①tr❛✐t✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹ ✕ ❊①tr❛✐t ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ sé✈ér✐té ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳
❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦r❡s ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡
♦✉t✐❧ ❈▼❖▼P à ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♣♦r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ❡st ❝♦♥ç✉ à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
♣ré❧❡✈és ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st
rés✉♠é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦r❡s✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✷✵✸
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❈▼❖▼P s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣♦r❡s ❞❡ sé✈ér✐té ✵✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❈▼❖▼P s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣♦r❡s ❞❡ sé✈ér✐té ✶✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❈▼❖▼P s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣♦r❡s ❞❡ sé✈ér✐té ✷✳
✷✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts✳ ▲❡s ♣♦r❡s s♦♥t ❞❡s tr♦✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣❡❛✉✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❞❡ ❞ô♠❡✳ ▲❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts s♦♥t ✜①és à ✸ ♣✐①❡❧s ♣♦✉r ❧✬❊❙
✐♥❢ér✐❡✉r ❡t à ✼ ♣✐①❡❧s ♣♦✉r ❧✬❊❙ s✉♣ér✐❡✉r✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛❞❛♣té❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ▲✬é❝❛rt ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
♣❡r♠❡t ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦r❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ♦r✐❡♥t❡r
❧❡ ❞ô♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭❧✬♦❜❥❡t✮
❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♠é❞✐❛♥❡ s✐t✉é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ♣♦r❡s✳ ▲❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
♠é❞✐❛♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ s✐t✉é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣♦r❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ∆0 ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ 14 ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✉① é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❡①♣❡rts✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞ét❡❝✲
t❡r ❧❡s ♣♦r❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✜♥✐s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✷✻ à ✻✳✷✽ s♦♥t
❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ sé✈ér✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❊♥s✉✐t❡
♥♦✉s ❝♦♠♣t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞ét❡❝tés ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r à ❧❛ sé✈ér✐té
❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❡s ❡①♣❡rts✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ✸ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥té❡s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s à t♦✉t❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts✳ P❧✉s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé✈ér✐té ❡st é❧❡✈é ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦❜❥❡ts ❞ét❡❝tés ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❈▼❖▼P r❡s✉❧t
✜❣✉r❡ ✻✳✷✻ ✭sé✈❡r✐té ❂ ✵✮ ✸
✜❣✉r❡ ✻✳✷✼ ✭sé✈❡r✐té ❂ ✶✮ ✼✸
✜❣✉r❡ ✻✳✷✽ ✭sé✈❡r✐té ❂ ✷✮ ✹✼✽
❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✓ ♣♦r❡s ✔ ❞ét❡❝tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé✈ér✐té
❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡s ■❝✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à ❞é✲
t❡❝t❡r ❞❡s ❝♦✉♣❡r♦s❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❡st ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥❣✉✐♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♠♦r✲
❝❡❛✉① ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❛②❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts
❛✈❡❝ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❯♥ ❞❡s ❣r❛♥❞s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s
❡st q✉✬✐❧s ♥✬✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ s♣❛t✐❛❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❝❤❡r❝❤❡r
♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ s❡r❛ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✾✮✳
P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❡❣♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✵✳
▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡t ❞❡
❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ∆0 ❡st ✜①é à 12 ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜♦✉t ❞❡ s❡❣♠❡♥t
❛②❛♥t ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✽ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✷✵✺
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❣♠❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✵ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✸✶ à ✻✳✸✹ s♦♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ sé✈ér✐té✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t✳
P♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❛✈❡❝ s♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦❜❥❡t ❡st ❞ét❡❝té✳ ❆✐♥s✐ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ rés❡❛✉①✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣❡t✐ts s❡❣♠❡♥ts ♣❡r♠❡t ❜✐❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣❡t✐ts ♦❜❥❡ts ✭♣♦r❡s✱ ♣♦✐❧s✱✳✳✳✮ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ P♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡
t♦✉t ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ♣❡t✐ts ♦❜❥❡ts✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t
❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥♥❡❝tés ✭✽✲❝♦♥♥❡①✐té✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵
♣✐①❡❧s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✶❝ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❞❡
❢♦rt❡ sé✈ér✐té✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♠❛❣❡s
✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✈❛♥t ♦✉ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞ét❡❝tés ❛✈❡❝ ❧❛ sé✈ér✐té✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ r❡❣r♦✉♣❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦rré❧é ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé✈ér✐té ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡
q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✈❛♥t ♦✉ ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡✳
✷✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P ✭❝✮ ❘és✉❧t❛t ❛♣rès ✜❧tr❛❣❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❈▼❖▼P s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❞❡ sé✈ér✐té ✸✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❈▼❖▼P s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❞❡ sé✈ér✐té ✷✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❈▼❖▼P s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❞❡ sé✈ér✐té ✶✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✷✵✼
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞✉ ▼❖▼P
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❈▼❖▼P s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❞❡ sé✈ér✐té ✵✳
❈▼❖▼P ❈▼❖▼P ✰ ✜❧tr❛❣❡
✜❣✉r❡ ✻✳✸✶ ✭sé✈❡r✐té ❂ ✵✮ ✶✵ ✵
✜❣✉r❡ ✻✳✸✷ ✭sé✈❡r✐té ❂ ✶✮ ✷✸✸ ✹✽
✜❣✉r❡ ✻✳✸✸ ✭sé✈❡r✐té ❂ ✷✮ ✺✶✽ ✷✾✼
✜❣✉r❡ ✻✳✸✹ ✭sé✈❡r✐té ❂ ✸✮ ✶✵✼✸ ✼✷✷
❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ✕ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦✉♣❡r♦s❡ ❞ét❡❝tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé✈ér✐té
❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ❛♥❛❧②s❡r s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❡❛✉ ❡st très ❢❛✐❜❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ♣❡❛✉ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❣❛❜❛r✐ts ❝♦♥str✉✐ts✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦✉♣❡r♦s❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s
❞✬♦❜❥❡ts ♣✉✐s ❞❡ ré✉♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥✬✐♥❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❞❡
❞é♣❤❛s❛❣❡ s♣❛t✐❛❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦rré❧és ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé✈ér✐té ❞❡s ♦❜❥❡ts✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉r ❝❡ t②♣❡
❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ sé✈ér✐té ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t à ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❡✉r
♥♦♠❜r❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❈▼❖▼P✱ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❡r♠❡t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❈▼❖▼P✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥
❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳
✻✳✷✳✷✳✷ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s
❈♦♥t❡①t❡ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠é❞✐❝❛❧ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳ ❉❡
♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡ ❞é♣✐st❛❣❡ ❞✉ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥ ❡st très ❢réq✉❡♥t✳ ▼❛✐s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ sé✈ér✐té✱ q✉✐ ❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❛♣rès ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t✉♠❡✉r✱ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡
✷✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❡t s✉rt♦✉t ❝♦♠♣❧❡①❡✳
P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❡①♣❡rts ❛♥❛❧②s❡♥t ❧❡s t✐ss✉s ❡①tr❛✐ts ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t✉♠❡✉r ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❧❛♠❡s ❤✐st♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❧❛♠❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s s♦♥t
é✈❛❧✉és ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❡ ❞é♥♦♠❜r❡♠❡♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♠✐t♦t✐q✉❡
❡st ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ s❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r✳ ❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❝❡ t❛✉① ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t✉♠❡✉r✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ t❛✉①✱ ❧❡s ❡①♣❡rts ❝♦♠♣t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❧❛♠❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ♣♦✉r ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ❛✜♥ ❞✬❛✐❞❡r
❧❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s✳
❇❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♠♠✉♥ ❛ été ♦✉✈❡rt
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été ❝réé❡✱ ❡❧❧❡ s❡ ♥♦♠♠❡ ✓ ▼■❚❖❙ ❞❛t❛s❡t ✔ ❬✶✸✶❪✳ ❈❡tt❡
❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ✺ ♣❛t✐❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛t✐❡♥t❡✱ ✶✵ ✐♠❛❣❡s
s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✺✵ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✸✵✵ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✳
❈❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✺ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡✳
✭❛✮ P❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ✭❜✮ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥ ❛ss♦❝✐é❡ ✭❡♥ ❥❛✉♥❡✮✳
❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♠✐t♦t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉✉r❛♥t
❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✻ ♠♦♥tr❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣❤❛s❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐t♦s❡✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐t♦s❡ ✿
r♦♥❞❡s ♦✉ ❛❧❧♦♥❣é❡s✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❊❧❧❡s
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✷✵✾
✭❛✮ Pr♦♣❤❛s❡ ✭❜✮ ▼❡t❛♣❤❛s❡ ✭❝✮ ❆♥❛♣❤❛s❡ ✭❞✮ ❚❡❧♦♣❤❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✻ ✕ ▲❡s q✉❛tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐t♦s❡✳
♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣❛❜❛r✐t ❛❞❛♣té à ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✸✼✮✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✸✽✮✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ✜①é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♠é❞✐❛♥❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ ♠✐t♦s❡ ❡t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡
❣❛❜❛r✐t ✉t✐❧✐sé ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❡t ❢♦r♠❡s✳
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ∆0 ❡st ✜①é à 12 ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ t♦❧ér❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ t❡①t✉r❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✼ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ✓ ▼■❚❖❙ ❞❛t❛s❡t ✔
✷✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❉✐s❝✉ss✐♦♥ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❡r♠❡tt❡♥t
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s s✉r✲
❞ét❡❝t✐♦♥s ✭❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s✮ ❛✉① ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥s✳ ❉❡s ét❛♣❡s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡✈r♦♥t ❛❧♦rs êtr❡
♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡①t✉r❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✳
▲❡ t❛✉① ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ✭✈r❛✐s ♣♦s✐t✐❢s✮ ♦❜t❡♥✉ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✮✱ ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡❝té❡s✳ ◆♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡
❝❡❧❧✉❧❡s ❛②❛♥t s♦✐t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✸✾❛ à ✻✳✸✾❜✮ s♦✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛t②♣✐q✉❡
✭✜❣✉r❡s ✻✳✸✾❝ à ✻✳✸✾❞✮✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♥♦②❛✉ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡
❝❡r❝❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ é❝❧❛té ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s✳
P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞ét❡❝tés
✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔ ✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔ ✰ ✜❧tr❛❣❡ ▼❖▼P ✰ ✜❧tr❛❣❡
❋❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ✶✶✷✸✻ ✪ ✹✹✹✾ ✪ ✹✷✷✶ ✪
❱r❛✐s ♣♦s✐t✐❢s ✾✵✱✹✷ ✪ ✾✵✱✹✷ ✪ ✽✽✳✻✸ ✪
❋❛✉① ♥é❣❛t✐❢s ✾✱✺✽ ✪ ✾✱✺✽ ✪ ✶✶✳✸✼ ✪
❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✕ P♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✈❡❝ ❧❡ ✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔
♣✉✐s s✉✐✈✐ ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ♥♦♥ ❞ét❡❝té❡s✳ ▲❡s ✷ ♣r❡♠✐èr❡s ♦♥t ✉♥❡ tr♦♣
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ❞ét❡❝té❡s✳ ▲❡ ❝❡r❝❧❡ ❜❧❡✉ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ❡t
❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✈❡rt ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ▲❡s ✷ ❞❡r♥✐èr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ✭❝♦❧♦r❛♥t✮ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ♠❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s ❥❡✉♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦✲
t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❥❡✉♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s à ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❞✉ ❣❛❜❛r✐t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ très
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s ✭t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
✐♥❢ér✐❡✉r ét❛♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❛❝❝❡♣t❡r t♦✉t❡s ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞ét❡❝t✐♦♥s s♣❛t✐❛✲
❧❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ s✉r✲❞ét❡❝t✐♦♥✱ ✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ♠✐s
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡
s♦♥t ✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✳
✻✳✷✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ✷✶✶
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ✉t✐❧✐sé ré❞✉✐t ❧❛ ♣❛❧❡tt❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r à ❞❡s ♥✉❛♥❝❡s ❞❡ r♦s❡✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t
❞♦♥❝ êtr❡ ré❞✉✐t❡s à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✵✮✳ P♦✉r ❛♣♣✉②❡r ❝❡ ❝♦♥st❛t
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❖▼P s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥tr❡ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t ❝♦✉❧❡✉r s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✳ ▲✬❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r ❝❡tt❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛✐❜❧❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ▼■❚❖❙ ❛✈❛♥t ❡t ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥❣❛❣é ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t❡r♠✐♥é✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs✲
♣❡❝t✐✈❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❣❛❜❛r✐ts ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛②❛♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡r❛ ✐téré ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣❛❜❛r✐ts ♣✉✐s ❧❡ rés✉❧✲
t❛t ✜♥❛❧ s❡r❛ ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ♣❛s ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❛✈❡❝ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ❛❝t✉❡❧ ❡t ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦rt❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t
❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉① ♣♦s✐t✐❢s✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
♠✐t♦t✐q✉❡s ❞❡s ❥❡✉♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s s♦♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s t❡①t✉ré❡s ❡t
♣❧✉s ❞✐✛♦r♠❡s q✉❡ ❧❡s ❥❡✉♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡
t❡①t✉r❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✐♥s✐ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s r❡❝❤❡r❝❤é❡s✳
✷✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
✻✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ▼✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧
❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♠✐té❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✳
✻✳✸✳✶ ❊❝r✐t✉r❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❇❛r❛t ♥é❝éss✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✴❤②♣❡r✲
s♣❡❝tr❛✉① ✐♥té❣r❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❡♥❞r❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓ ▼▼❖▼P ✔ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ♣♦✉r ✓ ▼✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✰ ▼❖▼P ✔✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ▼▼❖▼P ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
MMOMP (f, g)(x) = δm(f,−(g′′)r)(x)− εm(f, (g′)r)(x)
=
∨
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)−
m
g′′(y)
}
✭✻✳✷✻✮
−
∧
x∈Df ,y∈Dg
{
f(x− y)−
m
g′(y)
}
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧✱ ❧❡ ❣❛❜❛r✐t s♣❛t✐❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✬❛❞❛♣t❡♥t à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
✻✳✸✳✷ Pr❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts s✉r ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳
❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡ttr❡s ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼▼❖▼P
s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋✐♥❧❛②s♦♥✱ ❍♦r❞❧❡② ❛♥❞ ▼♦r♦✈✐❝ ❬✹✶❪✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s à ✈♦✉s r❡♣♦rt❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✭✹✳✷✮✳ ❈❡tt❡
❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞❡ ✈ér✐té t❡rr❛✐♥✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡ttr❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✶ ♠♦♥tr❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥t s✉r ❧❛ ❧❡ttr❡ ✐✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✉t✐✲
❧✐sé❡s s♦♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦r❛♥❣❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✶❛✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭✐♥❞✐q✉é ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❜❧❡✉ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✮ ❡t ✉♥ s♣❡❝tr❡
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❛♥❝❤❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✶❜✮ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✭✐♥❞✐q✉é ♣❛r ✉♥
♣♦✐♥t r♦✉❣❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✮✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❡st ❞❡ ✸
♣✐①❡❧s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s✉♣ér✐❡✉r ❡st ❞❡ ✺ ♣✐①❡❧s✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té
❡st ✜①é à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆✈❡❝
❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡ ✐ ❛ ❜✐❡♥ été tr♦✉✈é✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❧❡ttr❡s ♦ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t ✓ ❝♦❧♦✉r ✔✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ✉♥
✻✳✸✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ▼✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✷✶✸
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
✭❝✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥◦✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✶ ✕ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡ ✐✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❜❧❡✉ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t r♦✉❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
s♣❡❝tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ✈✐♦❧❡t ♣â❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✷❛✮ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ✈✐♦❧❡t ❢♦♥❝é ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✷❜✮ ♣♦✉r
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s
❧✬✐♠❛❣❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ❜❧❡✉ ❡t r♦✉❣❡✳ ▲❡ ❣❛❜❛r✐t ✉t✐❧✐sé ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
❢♦r♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✉♥ t♦r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ✶ ♣✐①❡❧ ❡t ✉♥ ❞✐❛♠tèr❡ ❡①tér✐❡✉r ❞❡
✸ ♣✐①❡❧s✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡st ✜①é à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡ttr❡s ♦ ♦♥t ❜✐❡♥ été tr♦✉✈é❡s✳
❈❡s rés✉❧t❛ts ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼▼❖▼P✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞ét❡❝t❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❡ ✐
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✶❝ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♦✱ q✉✐ ❡st
✉♥ ♦❜❥❡t ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ✺✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✻✳✹✷❝✳
✭❛✮ ❙♣❡❝tr❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
✭❜✮ ❙♣❡❝tr❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
✭❝✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥◦✷
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✷ ✕ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ ♦✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r
✉♥ ♣♦✐♥t ❜❧❡✉ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ✉♥ ♣♦✐♥t r♦✉❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
✺✳ ❯♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝♦♥✈❡①❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ♦♠❜r❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♠❜r❡
s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙t❡r♥❜❡r❣ ❬✶✷✻❪✳
✷✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é ♥♦tr❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❈▼❖▼P s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ✓ ▼■❚❖❙ ❞❛t❛s❡t ✔ ❬✶✸✶❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞é✲
t❡❝t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ t✐ss✉s ❞❡ ❝❛♥❝❡r ❞✉ s❡✐♥✳ ❈❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐s❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✳ ❈❡t ❛♣♣❛r❡✐❧
❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s ❛❝q✉✐st✐♦♥ s✉r ✶✵ ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s s♦♥t ❝♦rré❧é❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✸✮✳
❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ ré❡❧✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐✲
s✐ss♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♥◦ ✷✱ ✸✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽✱ ✾ ❡t ✵✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✸ ✕ ❇❛♥❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❛❝q✉✐s❡s ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳
P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✹✳
▲❡ ❣❛❜❛r✐t ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐✈✐té q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✹ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣❛❜❛r✐t ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s
♠✐t♦t✐q✉❡s✳
✻✳✹✳ ❇✐❧❛♥ ✷✶✺
▲✬✐♠❛❣❡ ✻✳✹✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✈❛❧✐❞és✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❧✐♠✐tés ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ à ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ♥♦tr❡
❞ét❡❝t❡✉r ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ré❡❧ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✳
✻✳✹ ❇✐❧❛♥
▲✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ❛ ♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t
❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
♥♦♥✲♣❧❛ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st✱
s♦✐t ❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ s♦✐t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬❡①♣❡rt✐s❡ ❤✉♠❛✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣❛❜❛r✐t ❛✉t♦r✐s❛♥t ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞ét❡❝tés✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
ét❛♥t ❡♥❝❛❞ré❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❞❡ ❇❛r❛t ❬✶✻❪ ❡st r❡ss♦rt✐❡ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝❛♣❛❝✐tés
♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❞✐st✐♥❝ts ❡♥ ❢♦r♠❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡
❝♦♥trô❧❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ✭❢♦r♠❡ ❡t ❝♦♥tr❛st❡✮ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts✳
P♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ▼❖▼P ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❈❈▼▼ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
♥♦♥✲♣❧❛ts ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧é ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔✳
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❣✐ss❛♥t ❝❤❛❝✉♥ sé♣❛ré♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✲
t❡❝tés ❡t ❧✬♦❜❥❡t r❡❝❤❡r❝❤é✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ❞❡✉① ❊❙◆P ❣èr❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s✳ ▲❡
✷✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ t♦✉t✲♦✉✲r✐❡♥ ✭❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠✮
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐✈✐té ❣èr❡ ❧✬é❝❛rt ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s
❊❙◆P✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉✲
❧❡✉r ❀ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♦❜❧✐❣❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs à tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛✜♥ q✉❡ ❧❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉t✐❧✐sé❡s ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❛✉t♦r✐sé❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥trô❧é ❡t r❡❧è✈❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ sé✲
❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ sé❧❡❝t✐✈✐té ❡t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❣❛❜❛r✐t✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✓ ❈♦❧♦r ▼❖▼P ✔ ❞♦♥♥❡
❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐s♣❡❝✲
tr❛✉① ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ▼❖▼P ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t
♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♠étr♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ❡st ❧✐é à ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ t❤é♦r✐✲
q✉❡♠❡♥t ♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ❉ès ❧♦rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥❡
♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ q✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ s❡❧♦♥ ✉♥ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❝♦✉❧❡✉r✱ ❡t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ r❡q✉✐s ♣❛r ❧❛ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
❉❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✉ ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✐s✲
♣♦s❡ ❞✬✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛♥❡❧ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ❞✉ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ♥✬❡st ♥✐ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♥✐
✉♥✐q✉❡✳ ▲❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❝♦♠❜✐♥és ❛✉① ❡s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡①✐s✲
t❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥❡ q✉❛s✐ ✐♥✜♥✐té ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❡✉r ❡t ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡✉rs ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❢♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉
♣r♦♣♦s ❡t ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts✳
❈❡ ❢❛✐t ❤ér✐t❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙❤✐❤ ❡t ❞❡ ❙♦✐❧❧❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛✈❡❝
é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛r✐sé❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès s❡✉✐❧❧❛❣❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ❡t s♦♥t ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✳
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧❡ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ét❛✐❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s ✈✐s✉❡❧s ✐♥❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉❜❥❡❝t✐❢s
s✉r ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠étr♦❧♦❣✐q✉❡ q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♦✉
❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✐❡♥t ét❛❜❧✐s✳
❆♣♣♦rts
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❡t ❝♦♠♠❡♥té ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧✬❛s♣❡❝t ♣❡r❝❡♣t✉❡❧✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❡t ❞✐st❛♥❝❡s
♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❈■❊✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬❛s♣❡❝t ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡
✷✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s
❝♦♥st❛t ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❈■❊✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣✉✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❯♥ ❞❡s ✐♥térêts ♠❛❥❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
à ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❞✬êtr❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❛✈❡❝ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✈❛❧✉é❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ✐♠❛❣❡s
s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞♦♥t ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
✈❛❧✐❞❡r ❧❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❡t
❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦✉s
♣❡♥❝❤❡r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❝♦✉❧❡✉r✳ P♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s✱ s✐ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ✐♠❛❣❡s
❜✐♥❛r✐sé❡s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❛ ❜✐♥❛r✐s❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡t ❣é♥ér❡r❛✐t ❞❡s ❝♦ûts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣r♦❤✐❜✐t✐❢s✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❝♦✉❧❡✉r ♥é❝éss✐t❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❖r✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❛✐t ♣❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✲
❧❡✉r✳ ◆♦tr❡ ❝❤♦✐①✱ ❢❛❝❡ à ❝❡ ♠❛♥q✉❡✱ ❛ été ❞❡ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦s
♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✲
♣♦sé ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés
♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
❉ès ❧♦rs✱ ✐❧ ét❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s✬✐♥t❡rr♦❣❡r s✉r ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲
♣❧❛ts ❝♦✉❧❡✉r ❢❛❝❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉t✐❧s ✐ss✉s ❞❡ ♥♦s ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡t ✐♥térêt ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ❞❡
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✳
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛✈❛✐❡♥t ❛❜♦r❞é ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧✬❛♥❛✲
❧②s❡ ♣❧❡✐♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡s t❡①t✉r❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❉ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛ttr✐❜✉ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ t❡①t✉r❡s ✭♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬❆❈P
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❖r✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts
♥♦♥✲♣❧❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s s♣❡❝tr❡s
♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré
❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❡①❛❝t✐t✉❞❡ ✭✓ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✔✮ ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ttr✐❜✉t ✓ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢r❛❝t❛❧❡ ✔
❢❛❝❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts✳
●râ❝❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ❝♦✉❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r s♣❛t✐♦✲❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❈❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ s♣❡❝✐✜✲
❝❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts r❡❝❤❡r❝❤és ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ❣❛❜❛r✐t ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧
❡t ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❛tt❡♥❞✉s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧❡ ❣❛❜❛r✐t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré✲
❣❧❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛✉t♦r✐sé❡s ❡♥tr❡ ❧✬♦❜❥❡t
r❡❝❤❡r❝❤é ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞ét❡❝tés✳ P❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ s♣❡❝tr❛❧✳
❆✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛ssé ❝❡s
✷✶✾
❝r✐tèr❡s ❡♥ tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
♠étr♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳
▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ r❡s♣❡❝t❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛✲
❧✐té✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
❖r✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♦✉ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥❣❡♥❞r❡
✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠✐r♦✐r à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧♦✐♥
❞❡s ré❛❧✐tés ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡
❡st ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ✐♥❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐tés r❡♥✲
❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✳ ❋❛❝❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é♠♦♥tré
q✉❡ ♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs r❡s♣❡❝t❡♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✱
t♦✉t ❡♥ ✈❛❧✐❞❛♥t ❧❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝r✐tèr❡s s♦♥t ❧✐é❡s✳ ❊❧❧❡s ❢♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t r❡ss♦rt✐r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛r✐tés q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♠✐s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❣r❛❞és s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♠❜❛rq✉és ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛ttr✐❜✉ts ❞❡ t❡①t✉r❡s ❡t ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❞❡s ❜✐❛✐s✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥t
♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❈▼▼ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣✲
té❡✳
❙✉✐t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉és t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♦♥s ❡♥ ❝✐♥q ♣❛rt✐❡s ✿ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✈❛❧✐❞❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s ❛✉ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧✱ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s à ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥❡ ✈❛st❡
q✉❡st✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✳
▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✐❡❧
▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✲
♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❡r❝❡♣t✉❡❧
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❜❛sé❡s
s✉r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳
❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❝❡s q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ❛❝t✐❢s✱ ❛✈❡❝ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❢❛✐❜❧❡s é❝❛rts ❝♦✉❧❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
♣❡r❝❡♣t✉❡❧✱ ✉♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❛tt❡✐♥t❡s ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡s
rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞é❥à ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✓ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✔✱
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❧✐♠✐tés ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛ été ✈❛✲
✷✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s
❧✐❞é❡ ✶ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s ❝♦✉❧❡✉r ✉♥✐s ❞❡ t❛✐❧❧❡s é❣❛❧❡s à ❞❡✉① ♦✉ ❞✐① ❞❡❣rés
❞✬❛♥❣❧❡ ✈✐s✉❡❧✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ t❡①t✉r❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❡t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥té❣ré❡✳ ▲❡s ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s s✉r ❝❡s q✉❡st✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❡✉r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡r❛✐❡♥t✳
❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❡s♣❛❝❡s ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ t❡❧ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
▲▼❙✳ ❈❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ t❡♥t❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① r❡ç✉s ❞❛♥s ❧✬÷✐❧
❣râ❝❡ ❛✉① tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝ô♥❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ rét✐♥❡✳ ❈❡s ❡s♣❛❝❡s ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐❡♥t ❞✬êtr❡
❡①♣❧♦rés✱ ♥é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❞❛♣té❡s à ❝❡s ❡s♣❛❝❡s s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
◆♦s tr❛✈❛✉① ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ s♣❡❝tr❛❧
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ s♣❡❝tr❛❧ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ✈❛❧✐❞❡r
♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦♣♦s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬❛❜♦✉t✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❞❡s
tr❛✐t❡♠❡♥ts ♣❧❡✐♥❡✲❜❛♥❞❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ✈❡❝t♦r✐❡❧s✱ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❞✬♦❜❥❡ts ♦✉
❞❡s ❛ttr✐❜✉ts s♣❡❝tr❛✉① ❞❡ t❡①t✉r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ s♦✉❧è✈❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ q✉❡st✐♦♥s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té à ♦r❞♦♥♥❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s♣❡❝tr❛❧❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦♣♦s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡s ♠♦♥tr❡ ❧❛
❣é♥ér✐❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ t♦✉t ❡♥ ❞é✈♦✐❧❛♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❧✐é❡ à ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬❡①tr❡♠✉♠✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st r❡q✉✐s❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞✬❛✉tr❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ n ❝❛♥❛✉①✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡
❛❜♦✉t✐t ❛✐♥s✐ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t à n + 2 ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐♥❞✉✐s❛♥t q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥✬❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♣✲
t✐♠❛❧❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛❝t✉❡❧s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ s❡r❛✐t s✉✣s❛♥t ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ♦✉ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥❡ ✈✐❡♥t ❝♦rr♦❜♦r❡r ❝❡ ❢❛✐t✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♣❡❝tr❛❧✳ P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
♥♦s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r à ♣❛rt✐r ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s✴s♦✉str❛❝t✐♦♥s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♣❡❝tr❛❧❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❡①✲
♣r✐♠❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ✉♥❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✐♥té❣r❛♥t ❛✐♥s✐ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
❖♣ér❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛ttr✐❜✉ts
✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ t❡①t✉r❡s ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r
✈❛❧✐❞❡s ♦✉ st❛♥❞❛r❞s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ré❞✉✐ts ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥
✶✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬➱❝❧❛✐r❛❣❡✳
✷✷✶
❡t ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t à ❛✣♥❡r✳
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❞✐st❛♥❝❡ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t s✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥❡ ❢✉t✉r❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❞✉ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳
▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♦✉✈r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ q✉❡st✐♦♥s✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ s♣❡❝tr❛❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡s ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s q✉✐ s♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐①❡❧ ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐❞s ré❣✐ss❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❢❛❝❡ à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡ r❡st❡ à ét✉❞✐❡r✳ ▲❡ ❝❤♦✐① s✉r ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧✬❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❞♦♥t ❧❡ s❡♥s ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ♦✉
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r ❞❛♥s s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✭❡t ❞✐st❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❡
❝♦♥t❡①t❡✮✳
❱❛❧✐❞❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✐❧ ét❛✐t ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐✲
❞❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ❋❛❝❡ ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣s②❝❤♦✈✐s✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts
♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ❡t ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts s♣❡❝tr❛✉① ❝♦♠♣❧èt❡r❛✐❡♥t
❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡r♠❡ttr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♦✉ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❡❝tr❛❧✳
▲❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ♦✉ s♣❡❝tr❛❧❡s ✐♥❞✉✐t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ♣r♦❣r❡ss❡r s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞✬❛ttr✐✲
❜✉ts ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❖❯❚❊❳ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♣r♦❜❛♥ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❢♦rt ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ P❡rsé✈ér❡r s✉r ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❜❛s❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡
❞✬❛✣♥❡r ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜❛s❡s
❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡t s♣❡❝tr❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t✴♦✉ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡s ❞❡s t❡①t✉r❡s s❡r❛✐❡♥t ❢♦✉r♥✐❡s✳
▲❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts ♣♦s❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❡s
♦✉✈❡rt✉r❡s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ✜❧tr❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t
❞❡s ✜❧tr❡s ❞❡ r❛♥❣✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ✜❧tr❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ♣♦s❡r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✜❧tr❡s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❡st ❞✐r❡❝t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈▼❖▼P ♦✉ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢r❛❝t❛❧❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s
été ❡①♣❧♦ré ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
❆rt✐❝❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ r❡✈✉❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ❈✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲▼❛❧♦✐❣♥❡ ✭✷✵✶✸✮✳ P❡r❝❡♣t✉❛❧
❝♦❧♦r ❤✐t✲♦r✲♠✐ss tr❛♥s❢♦r♠ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❙✐❣♥❛❧✱ ■♠❛❣❡
❛♥❞ ❱✐❞❡♦ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙■❱P✮✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ♣✳✶✲✶✶
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ▼✳ ■✈❛♥♦✈✐❝✐✱ ❈✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲▼❛❧♦✐❣♥❡ ✭✷✵✶✸✮
❲❤✐❝❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❈♦❧♦r ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❄✳ P❛t✲
t❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ s♦✉♠✐s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧✐✈r❡
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✷✮✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ▲✐✈r❡ ✓ ❉❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ à ❧✬❛♥❛✲
❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✔✱ s♦✉s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❋✳ ●❤♦r❜❡❧✱ ❋✳ ❈❤❛❡✐❜✱ ❊✳ ❩❛❣r♦✉❜❛✱
❡❞✐t✐♦♥s ❛rts✲Π✱ ♣✳ ✻✼✲✾✽✳
❆rt✐❝❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ r❡✈✉❡ ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✷✮✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❙✐❣♥❛❧ ✭❚❙✮✱ ▲❛✈♦✐s✐❡r✱ ✈♦❧✳ ✷✾✱
♣✳ ✻✺✲✽✷✳
❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✶✮✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❡t ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦✉❧❡✉r✳ ❆t❡❧✐❡r ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ■♠❛❣❡s✱
▼ét❤♦❞❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❚❆■▼❆✮✳ ❆rt✐❝❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛♣✐❡r ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❚❆■▼❆ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡✈✉❡ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞✉
❙✐❣♥❛❧ ✭❚❙✮ ❡t ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧✐✈r❡✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✿ ❆ ✈❛❧✐❞❛✲
t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦❧♦✉r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦❧♦✉r ✐♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥ ✭❈●■❱✮✱ ♣✳ ✷✵✻✲✷✶✵✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ❈✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲▼❛❧♦✐❣♥❡ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦❧♦r ❍✐t✲
♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠ ♦♥ ❉❡r♠❛t♦❧♦❣✐❝❛❧ ■♠❛❣❡✳ ❚✇❡♥t✐❡t❤ ❈♦❧♦r ❛♥❞ ■♠❛❣✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
✭❈■❈✮✱ ♣✳ ✶✻✹✲✶✻✾✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦❧♦r ❍✐t✲♦r✲▼✐ss ❚r❛♥s❢♦r♠
✭❈▼❖▼P✮✳ ✷✵t❤ ❊❯r♦♣❡❛♥ ❙■❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊❯❙■P❈❖✮✱ ♣✳ ✷✵✹✽✲✷✵✺✷✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ❈✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲▼❛❧♦✐❣♥❡ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈♦❧♦✉r
P❛tt❡r♥ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐t♦s✐s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡st ✐♥ ❤✐st♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳
❈♦❧♦r ❛♥❞ ■♠❛❣✐♥❣ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❈■❈✮✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✸✮✳ ❍♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② ♦r ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♠♦st
❛❝❝✉r❛t❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❄ ❈♦❧♦✉r ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧
❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭❈❱❈❙✮✳
✷✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡s
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✸✮✳ ▼✐t♦s✐s ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❝♦✲
❧♦r ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆t❡❧✐❡r ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ■♠❛❣❡s✱ ▼ét❤♦❞❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✭❚❆■▼❆✮✳ ❆rt✐❝❧❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡✲
✈✉❡ ■♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❇✐♦▼é❞✐❝❛❧❡ ✭■❘❇▼✮✳
◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ❈✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲▼❛❧♦✐❣♥❡ ✭✷✵✶✸✮✳ ❚♦✇❛r❞ ❛
❱❛❧✐❞ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠ ❚❤r♦✉❣❤ ❈♦❧♦✉r ❙t❛♥❞❛r❞s✳ ❈■❊ ▼✐❞t❡r♠ ❛♥❞ ❈❡♥t❡♥❛r②
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✳
❘✳ ●♦✉t❛❧✐✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❊❧❧♦✉③❡ ✭✷✵✶✸✮✳ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♠♣♦✲
t❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡s✳ ❆t❡❧✐❡r ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ■♠❛❣❡s✱
▼ét❤♦❞❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❚❆■▼❆✮✳
▼✳ ❘♦❞r✐❣✉❡③✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ❆✳ ▲❡❞♦✉① ✭✷✵✶✸✮✳ ❘❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❝♦✉❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❡❛✉ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡r♠❛t♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❆t❡❧✐❡r ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❆♥❛❧②s❡
❞❡s ■♠❛❣❡s✱ ▼ét❤♦❞❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❚❆■▼❆✮✳
❈♦♥❣rès ♥❛t✐♦♥❛✉① à ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ❈✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲▼❛❧♦✐❣♥❡ ✭✷✵✶✶✮✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥
❡t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉r ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ●❘❊❚❙■✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é✱ ❈✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✲▼❛❧♦✐❣♥❡ ✭✷✵✶✸✮✳ ◆♦✉✈❡❛✉
❞ét❡❝t❡✉r ❞✬♦❜❥❡ts ❝♦✉❧❡✉r ❡t ♥❉✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✐t♦t✐q✉❡s✳ ●❘❊❚❙■✳
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ à ❞❡s ❥♦✉r♥é❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✶✮✳ ❈♦♠♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❄✳ ●❉❘ ■❙■❙ ✿ ❚❤è♠❡ ❇ ✲ ■♠❛❣❡ ❡t ❱✐s✐♦♥✱ ❏♦✉r♥é❡
✓ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡t ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ♠é❞❡❝✐♥❡ ✔✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡ ❜❛sé❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ●❉❘ ■❙■❙ ✿ ❚❤è♠❡ ❇ ✲ ■♠❛❣❡ ❡t ❱✐s✐♦♥✱ ❏♦✉r♥é❡
✓ ■♠❛❣❡r✐❡ ♠✉❧t✐✴ ❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧❡ ✿ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♥♦✉✈❡❛✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✔✳
❆✳ ▲❡❞♦✉①✱ ◆✳ ❘✐❝❤❛r❞✱ ❆✳❙✳ ❈❛♣❡❧❧❡✲▲❛✐③é ✭✷✵✶✸✮✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
♣♦✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧❡ ❜❛sé❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ●❉❘ ■❙■❙ ✿ ❚❤è♠❡ ❇ ✲
■♠❛❣❡ ❡t ❱✐s✐♦♥✱ ❏♦✉r♥é❡ ✓ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t s✐♠✐❧❛r✐tés ❞❡s ✐♠❛❣❡s ▼✉❧t✐❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ♦✉t✐❧s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♣❡r❝❡♣t✉❡❧s ✔✳
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❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s r❛♣❡❧❧♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❜✐♥❛✐r❡s ♣✉✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
❆✳✶ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❆✳✶✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡
P♦✉r ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥♥❡♥t à Z3✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭♣✐①❡❧✮ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✷❉ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s♦♥t ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❛♥s s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❞ét❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❧✬♦❜❥❡t✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬♦❜❥❡t ♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✬✶✬ s✐♥♦♥ ✐❧ ♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✬✵✬✳ ▲♦rsq✉✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬♦❜❥❡t✱ ✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❡st DF
❆✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ s♦♥t ❧✬ér♦✲
s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡✈❡♥✐r s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞❡
❜❛s❡✳
❯♥✐♦♥ ❡t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✿ ❈❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
F ∪G = {x|x ∈ DF ♦✉ x ∈ DG} ✭❆✳✶✮
F ∩G = {x|x ∈ DF ❡t x ∈ DG} ✭❆✳✷✮
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r y✱ ♥♦té❡ Fy✱ ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Fy(x) = F (x− y) ✭❆✳✸✮
❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ♥♦té F c✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à F ✿
F c(x) = {x|x /∈ DF } ✭❆✳✹✮
❙②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ré✢é❝❤✐ ✿ ▲❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ♥♦té F r✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛②❛♥t
s✉❜✐ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ 180◦ ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✮ ✿
F r(x) = F (−x) ✭❆✳✺✮
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❋ ❡t à ❞r♦✐t❡ s♦♥ s②♠étr✐q✉❡ F r
❖♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✿ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ s♦♥t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ s♦✉str❛❝✲
t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❬✽✾✱ ✹✾❪✳ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ F ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G✳ ❊♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿
F ⊕b G = {x+ y|x ∈ DF , y ∈ DG} ✭❆✳✻✮
=
⋃
y∈G
Fy ✭❆✳✼✮
▲❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ F ♣❛r ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ G ✿
F ⊖b G = {x− y|x ∈ DF , y ∈ DG} ✭❆✳✽✮
=
⋂
y∈G
Fy ✭❆✳✾✮
❆✳✶✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐✐✐
❆✳✶✳✶✳✶ ➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❧✬ér♦s✐♦♥ ε ❡t ❧❛ ❞✐❧❛✲
t❛t✐♦♥ δ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ▼❛t❤❡r♦♥ ❡t ❙❡rr❛ ❬✽✼✱ ✶✶✺❪✳ ❊❧❧❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Z2 ❛♣♣❡❧é é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s G✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❡
❝♦♠♣♦s❡♥t ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✬✶✬✱ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧ DG ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡st r❡♣éré ♣❛r s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ✭q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ♦✉ ♥♦♥✮✳ ■❧ ♣❡✉t
♣♦ssé❞❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❡t t❛✐❧❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✷ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts
str✉❝t✉r❛♥ts ❜✐♥❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❜✐♥❛✐r❡s
▲✬ér♦s✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ F
♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G ✿
εb(F,G) = {x+ y|∀ y ∈ DG, x+ y ∈ DF }
= {x|Fy ⊂ F, x ∈ DF , y ∈ DG} ✭❆✳✶✵✮
=
⋂
y∈DG
F−y
▲❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❞❡ F ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ G ✿
δb(F,G) = {x+ y|x ∈ DF , y ∈ DG}
= {x|Fy ∩ F 6= ∅, x ∈ DF , y ∈ DG} ✭❆✳✶✶✮
=
⋃
y∈DG
F−y
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ér♦s✐♦♥✳
❘❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✿ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡t ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❢❛✐t
❛♣♣❡❧ à ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s②♠étr✐q✉❡ Gr ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❆✳✶✷✳ ❈❡ ❥❡✉
❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✹ ❡t ❆✳✺✳
δb(f, g) = f ⊕b gr
εb(f, g) = f ⊖b gr ✭❆✳✶✷✮
✐✈ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré
✺×✺ ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡ ♥♦✐r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✬✶✬✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ❆✳✺ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥
❆✳✶✳✶✳✷ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠❜✐♥❛♥t
❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡✱ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t
❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡✱ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ér♦s✐♦♥✱ ré❝✐♣r♦q✉❡✲
♠❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❊♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡
t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t✳
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ F ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G s❡ ♥♦t❡ ♣❛r γb(F,G) ❡t ❡st
❆✳✶✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈
❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
γb(F,G) = δb(εb(F,G)), G
r) ✭❆✳✶✸✮
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✉♣♣r✐♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ s♦♥t tr♦♣ ♣❡t✐t❡s ♣♦✉r ❝♦♥t❡♥✐r
❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❛❞♦✉❝✐r ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✱ ♦✉ à
é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✻❜ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡
♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺×✺ ♣✐①❡❧s✳ ▲✬÷✐❧ ❡t ❧❡s ❞❡♥ts q✉✐ s♦♥t ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t s✉♣♣r✐♠és✳
▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ F ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G✱ ♥♦té❡ ϕb(F,G)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ϕb(F,G) = εb(δb(F,G)), G
r) ✭❆✳✶✹✮
▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ t❡♥❞ à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s tr♦✉s ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❡t à s♦✉❞❡r
❧❡s ❢♦r♠❡s très ♣r♦❝❤❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✻❝ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s✳ ▲❛ ❝✐❝❛tr✐❝❡ ❡t ❧✬❛tt❛❝❤❡ ❞✉ ❝❛❝❤❡ ÷✐❧✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s é❧é✲
♠❡♥ts q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t q✉✐ s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✱
s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ❆✳✻ ✕ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ❝❛rré
✺×✺ ♣✐①❡❧s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡ ♥♦✐r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✬✶✬✳
❆✳✶✳✷ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥✱
s♦♥t ét❡♥❞✉s ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
✸❉ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à Z3✳ ❉❡✉① ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦✉❥♦✉rs à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✐①❡❧
❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❞✉ ♣✐①❡❧✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡st ♥♦té❡ f
❡t s♦♥ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧ Df
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ s②♠étr✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡♥
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠♦❞✐✜❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❛s♣❡❝t s♣❛t✐❛❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ r❡❞é✜♥✐ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣✐①❡❧✳ ▲✬é❧é♠❡♥t
str✉❝t✉r❛♥t ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡❞é✜♥✐ ♣♦✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳
✈✐ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs é❝r✐t✉r❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t
♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✺✮✳ ❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ à tr❛✐t❡r ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛✣❝❤❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✻✮ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈❡s ❞❡✉①
é❝r✐t✉r❡s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦✉✈r❛❣❡s ✭❬✶✶✺❪✱ ♣✳✹✸✵ ❀ ❬✶✷✸❪✱ ♣✳✷✼ ❀ ❬✶✷✶❪✱ ♣✳✸✷✮ ❡t s♦♥t
é❝r✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
f c1 = {m− f(x)|x ∈ Df}, m = ∨(f) ✭❆✳✶✺✮
f c2 = {−f(x)|x ∈ Df} ✭❆✳✶✻✮
➱❧❡♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✿ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✿ ♣❧❛ts ❡t ♥♦♥ ♣❧❛ts✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t
✭❊❙P✮ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé✱ s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt s♣❛t✐❛❧
Dg ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t g ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✬✵✬✱ ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥t ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
−∞ ❬✶✸✻❪ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✼✱ ✜❣✉r❡ ❆✳✼❛✮✳
g(y) =
{
y ∈ Dg ⇒ g(y) = 0
y 6∈ Dg ⇒ g(y) = −∞
✭❆✳✶✼✮
▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥ ♣❧❛t ✭❊❙◆P✮✱ ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱
♣❡✉t q✉❛♥t à ❧✉✐ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ✜♥✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❵✵✬ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✽✱ ✜✲
❣✉r❡ ❆✳✼❜✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ Z✳
g(y) =
{
y ∈ Dg ⇒ g(y) 6= ±∞ , g(y) ∈ Z
y 6∈ Dg ⇒ g(y) = −∞
✭❆✳✶✽✮
✭❛✮ ❊❙P ✭❜✮ ❊❙◆P
❋✐❣✉r❡ ❆✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t ❡t ♥♦♥ ♣❧❛t✳
❆✳✶✳✷✳✶ ➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣tés ❛✉① ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲❡s é❝r✐t✉r❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①
❞❡ ❣r✐s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s s♦✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✏♦♠❜r❡✑ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❬✶✷✻❪ s♦✐t
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✏❣r❛♣❤❡✑ ❬✺✽❪✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭♦♠❜r❡ ♦✉
❣r❛♣❤❡✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t s✉r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡
❆✳✶✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✈✐✐
❝❛s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉✲
r❛♥t s②♠étr✐q✉❡✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧é✲
♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❆✳✶✳✷✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦❝❤❛✐♥s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s✳
➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t s❡ ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s t♦✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣❛r ❧❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧s ✿
∩ ⇒ ∧ ✭♠✐♥✮ ; ∪ ⇒ ∨ ✭♠❛①✮ ✭❆✳✶✾✮
⊂ ⇒ ≤ ✭✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✮ ; ⊃ ⇒ ≥ ✭s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧✮
❆✐♥s✐✱ ❧❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ✿
εn(f, g) =
∧
x∈Df ,y∈Dgr
f(x− y) =
∧
x∈Df ,−y∈Dg
f(x− y) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
f(x+ y) ✭❆✳✷✵✮
δn(f, g) =
∨
x∈Df ,y∈Dgr
f(x− y) =
∨
x∈Df ,−y∈Dg
f(x− y) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
f(x+ y) ✭❆✳✷✶✮
▲❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✽ ❡t ❆✳✾ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉
❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t t♦✉t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st é❣❛❧❡ à s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♣rès ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉✣s❛♥t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t t♦✉t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣rès ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
s✉✣s❛♥t✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✽ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✳
✈✐✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❋✐❣✉r❡ ❆✳✾ ✕ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✵ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s s♦♠❜r❡s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝❧❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✣s❛♥t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛✉r❛ ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❣r✐s q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✮ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r
❧✬ér♦s✐♦♥ ✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s✳
➱r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥ ♣❧❛t ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛
♠ét❤♦❞❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥
❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ét❡♥❞✉❡s ❛✉① ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭éq✉❛t✐♦♥s ❆✳✷✷ ❡t ❆✳✷✸✮✳
(f ⊖ g)n(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
{f(x)− g(y − x)} ✭❆✳✷✷✮
(f ⊕ g)n(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
{f(x) + g(y − x)} ✭❆✳✷✸✮
❆✳✶✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐①
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ▼✐♥❦♦✇s❦✐ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♣❛r s♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
εn(f, g)(x) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x)− g(−(y − x))) =
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)− g(y)) ✭❆✳✷✹✮
δn(f, g)(x) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x) + g(−(y − x))) =
∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y)) ✭❆✳✷✺✮
▲❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✶✶ ❡t ❆✳✶✷ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉
❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❧✬ér♦s✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡s
✐tér❛t✐♦♥s s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
à ❛✉❣♠❡♥t❡r t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s s✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✶ ✕ ➱r♦s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥ ♣❧❛t✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✷ ✕ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶❉ ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥ ♣❧❛t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✸ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♥♦♥✲♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✾✮ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ❚♦✉t❡s
① ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❧❡s ♣❛rt✐❡s s♦♠❜r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝❧❛✐r❡s
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬ét❡♥❞❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t à
❧✬ér♦s✐♦♥ ❛✈❡❝ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ♣✐①❡❧s✳ ▲✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✶✵❜ ❡t ❆✳✶✸❜✳ ❆✈❡❝ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♣❧❛t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
✉♥✐❢♦r♠❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬❛✈❡❝ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ♥♦♥✲♣❧❛t✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s s♦♥t ♠✐❡✉① ❝♦♥s❡r✈és✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▼ê♠❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✈❡rs ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♠❛✐s à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r −∞ ✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t +∞✮
♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ✭ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✮✳
g =
0 0 0 0 0
0 10 10 10 0
0 10 15 10 0
0 10 10 10 0
0 0 0 0 0
✭❆✳✷✻✮
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❊r♦s✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✸ ✕ ❊r♦s✐♦♥ ❡t ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ♣❛r ✉♥ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♥♦♥✲♣❧❛t ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺ ♣✐①❡❧s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✾✮✳
❆✳✶✳✷✳✷ ❖✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❢❡r♠❡t✉r❡
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ❧❛
s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ✭éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✷✼ ❡t ❆✳✷✽✮✳ ▲❡s
❡✛❡ts ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
❤♦♠♦❣é♥é✐s❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❧✉♠✐♥❡✉① ♦✉ s♦♠❜r❡s✳ ❙✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♦ù ❧❡ ❜❧❛♥❝ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
s✉♣♣r✐♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛s♣ér✐tés ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳ ▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ s✉♣♣r✐♠❡
t♦✉s ❧❡s ❝rêt❡s✱ ❡❧❧❡ ❛ss♦♠❜r✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✹❜✮✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ s✉♣♣r✐♠❡
❆✳✶✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ①✐
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❧é❡s✱ ❡❧❧❡ é❝❧❛✐r❝✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✹❝✮✳
γg(f, g) = δg(εg(f, g)), g
r) ✭❆✳✷✼✮
ϕg(f, g) = εg(δg(f, g)), g
r) ✭❆✳✷✽✮
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✹ ✕ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ▲✬é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré❡ ❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✺×✺✳
①✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❆✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s
❙♦✐❡♥t F ✱ G✱ H✱ O ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Z2✳
❆✳✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
✶✳ ❊①t❡♥s✐✈✐té ✿ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❡st ❡①t❡♥s✐✈❡ s✐ s♦♥ rés✉❧t❛t T(F ) ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬♦r✐❣✐✲
♥❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ F ⊆ T(F )✳
❙✐ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t G ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ❡①t❡♥s✐✈❡ ✿
F ⊆ δb(F,G)
P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❛❧♦rs ❧✬♦❜❥❡t
rés✉❧t❛t ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧✳
✷✳ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ✿ δb(F,G) = δb(G,F ) ❀
✸✳ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ✿ δb (δb(F,G), H) = δb (F, δb(G,H))
✹✳ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✿ δb(Fz, G) = δb(F,G)z ❀ δb(Fz, G−z) = δb(F,G)
✺✳ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ✿ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ T ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r✲
❞♦♥♥é ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬♦r❞r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡ F ❡t H
t❡❧ q✉❡ F ⊆ H ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ T ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬♦r❞r❡ ✿
∀F,H, F ⊆ H ← T(F ) ⊆ T(H)
❆♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✿ F ⊆ H✱ ❛❧♦rs δb(F,G) ⊆ δb(H,G)
P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ s✐ ✉♥ ♦❜❥❡t ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
❞✉ ♣r❡♠✐❡r s❡r❛ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞✳
✻✳ δb((F ∩G), H) ⊆ δb(F,H) ∩ δb(G,H)
✼✳ ❉✐str✐❜✉t✐✈✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉♥✐♦♥ ✿ δb((F ∪G), H) = δb(F,H) ∪ δb(G,H)
Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
✶✳ ❆♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈✐té ✿ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❡st ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ s✐ s♦♥ rés✉❧t❛t T(F ) ❡st
♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ T(F ) ⊆ F ✳
❙✐ G ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡ ❛❧♦rs ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡st ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ✿
εb(F,G) ⊆ F
P♦✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ér♦s✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❛❧♦rs ❧✬♦❜❥❡t
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬♦❜❥❡t rés✉❧t❛t✳
✷✳ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✿ εb(Fx, G) = εb(F,G)x
✸✳ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ✿ ❙✐ F ⊆ H✱ ❛❧♦rs εb(F,G) ⊆ εb(H,G)
✹✳ ❉✐str✐❜✉t✐✈✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✿ εb((F ∩H), G) = εb(F,G) ∩ εb(H,G)
✺✳ εb((F ∪H), G) ⊇ εb(F,G) ∪ εb(H,G)
✻✳ εb(F, (H ∪G)) = εb(F,H) ∩ εb(F,G)
✼✳ εb(F, (H ∩G)) ⊇ εb(F,H) ∪ εb(F,G)
❆✳✷✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ①✐✐✐
❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥
✶✳ εb((εb(F,H)), G) = εb(F, (δb(H,G))) ❀
✷✳ δb(F, (εb(H,G))) ⊆ εb(δb((F,H), G))
✸✳ ❆❞❥♦♥❝t✐♦♥ ✿ F ⊆ (εb(H,G))⇔ (εb(F,G)) ⊆ H
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❬✶✶✽❪ ✿
F ⊆ εb(H,G) ⇔ F ⊆
⋂
F∈DG
H−x
⇔ F ⊆
⋂
x∈DGr
Hx
⇔ {x ∈ F |Grx ⊆ H}
⇔ ∪{Grx|x ∈ F} ⊆ H
⇔
⋃
x∈DF
Grx ⊆ H
⇔
⋃
x′∈DGr
Fx′ ⊆ H
⇔ (δb(F,G)) ⊆ H
✹✳ ❉✉❛❧✐té ✿ ❚♦✉t❡ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠✉t❡ ❧❡ s✉♣r❡♠✉♠ ❡t ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té✳
▲✬✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥
s♦♥t ❞✉❛❧❡s ✿
(δb(F,G))
c = εb(F
c, G)
(εb(F,G))
c = δb(F
c, G)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿
εb(F
c, G)c =
(⋂
b∈G
(F )c−b
)c
=
⋃
b∈G
(F )−b ✭❆✳✷✾✮
= δb(F,G)
①✐✈ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✺ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡
❆✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❆✳✷✳✷✳✶ ❈r♦✐ss❛♥❝❡
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ✿
F ⊆ H ⇒ γb(F,G) ⊆ γb(H,G) et F ⊆ H ⇒ ϕb(F,G) ⊆ ϕb(H,G) ✭❆✳✸✵✮
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✭❬✶✶✺❪ ♣✳✺✷✮ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥◦✺ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ♥◦✸ ❞❡
❧✬ér♦s✐♦♥ q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❛❧♦rs ✿
F ⊆ H
εb(F,G) ⊆ εb(H,G)
δb(εb(F,G), G
r) ⊆ δb(εb(H,G), Gr)
γb(F,G) ⊆ γb(H,G)
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✻ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✳
❆✳✷✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ①✈
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✻ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡
❆✳✷✳✷✳✷ ❊①t❡♥s✐✈✐té
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡st ❡①t❡♥s✐✈❡ ✭❬✶✶✺❪ ♣✳✺✷✮ ✿
F ⊇ γb(F,G) et F ⊆ ϕb(F,G) ✭❆✳✸✶✮
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ✿
F ⊆ εb(H,G)
H ⊇ δb(F,G)
F ⊆ εb(H,Gr)
H ⊇ δb(F,Gr)
}
si
F = εb(H,G)
H = δb(F,G)
⇒
{
F ⊆ εb(δb(F,G), Gr)
H ⊇ δb(εb(H,G), Gr)
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✼ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①t❡♥s✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡t ❧✬❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✳
✭❛✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❝✮ ❋❡r♠❡t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✼ ✕ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡
❆✳✷✳✷✳✸ ❉✉❛❧✐té
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ s♦♥t ❞✉❛❧❡s ✿
ϕb(F,G)
c = γb(F
c, G) et γb(F,G)
c = ϕb(F
c, G) ✭❆✳✸✷✮
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ér♦s✐♦♥ ét❛♥t ❞✉❛✉①✱ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡
①✈✐ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭❬✶✶✺❪ ♣✳✺✶ ❡t ❬✶✷✸❪ ♣✳✶✶✵✮ ✿
γb(F,G)
c = [δb(εb(F,G), G
r)]c
= εb(εb(F,G)
c, Gr)
= εb(δb(F
c, G), Gr)
= ϕb(F
c, G)
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✽ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ❞✉❛❧✐té✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✽ ✕ ❉✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡
❆✳✷✳✷✳✹ ■❞❡♠♣♦t❡♥❝❡
▲✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♥❡
♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ✿
❙♦✐t T ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ T ❡st ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿ ∀F ∈ Z2,T(T(B)) = F(B)
❊♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬✐♠❛❣❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t n ❢♦✐s ❝❡ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✭n ≥ 2✮✳
❙❡rr❛ ❬✶✶✺❪ ♣✳✺✷✱ ❙♦✐❧❧❡ ❬✶✷✸❪ ♣✳✶✶✶ ❡t ▼❛r❛❣♦s ❬✽✶❪ ♣✳✶✷ ❞é♠♦♥tr❡♥t ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ✿
γb(γb(F,G), G) ⊆ γb(F,G) ✭❆✳✸✸✮
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ F ♣❛r G s✬é❝r✐t ✿
γb(γb(F,G), G) = δb(εb(δb(εb(F,G), G
r), G), Gr) ✭❆✳✸✹✮
❆✳✷✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s ①✈✐✐
▲❛ ♣❛rt✐❡ r♦✉❣❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✸✹ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ F ♣❛r G ✿
εb(δb(εb(F,G), G
r), G) = ϕ(εb(F,G))
❖r✱ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ét❛♥t ❡①t❡♥s✐✈❡ ✿
ϕ(εb(F,G)) ⊇ εb(F,G)
❆✐♥s✐
γb(γb(F,G), G) ⊇ δb(εb(F,G), Gr)
γb(γb(F,G), G) ⊇ γb(F,G) ✭❆✳✸✺✮
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❆✳✸✸ ❡t ❆✳✸✺✱ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣r♦✉✈é❡ ✿
γb(γb(F,G), G) ⊇ γb(F,G)
γb(γb(F,G), G) ⊆ γb(F,G)
}
γb(γb(F,G), G) = γb(F,G)
P❛r ❞✉❛❧✐té ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✳ ❊♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❧✬♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✾ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡
❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✶✾❜ ❡t ❆✳✶✾❝ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♠❛❧❣ré ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♠❛❣❡✳
✭❛✮ ■♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭❜✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ à
❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✶
✭❝✮ ❖✉✈❡rt✉r❡ à
❧✬✐tér❛t✐♦♥ ✷
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✾ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡✳
①✈✐✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❆✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s
❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ q✉❡❧q✉❡s
r❛♣♣❡❧s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿
• ■❝✐ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ f c ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s f ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉s
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ♥é❣❛t✐❢s ✿ f c = −f ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ❆✳✷✵✮✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧✬❛✣❝❤❛❣❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s♦♥t r❛♠❡♥é❡s ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✱ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐
❛✐♥s✐ ✿ f c = m− f ✱ ❛✈❡❝ m ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✭✷✺✺ ♣♦✉r
✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✽ ❜✐ts✮✳
• ▲❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ✿ (f c)c = f
• ▲❡ s②♠étr✐q✉❡ gr ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t g ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ gr(x) = g(−x)
• ▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳
❉✬❛♣rès ❬✷✶❪✱ s✐ (E,∨,∧,≤) ❡st ✉♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ❛❧♦rs s♦♥ tr❡✐❧❧✐s ❞✉❛❧ ❡st (E,∧,∨,≥)✳
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ✿ ❙✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❚ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s ❛❧♦rs
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❚✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ∨ ♣❛r ∧ ✭❡t
ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✮ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ≤ ♣❛r ≥ ✭❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✮ ❡st ✉♥
t❤é♦rè♠❡ ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s tr❡✐❧❧✐s✳
∧ (P )c = (∨P )c et ∨ (P )c = (∧P )c ✭❆✳✸✻✮
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✵ ✕ ❙✐❣♥❛❧ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡t s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❆✳✸✳✶ ❉✉❛❧✐té
❆✳✸✳✶✳✶ ❉✐❧❛t❛t✐♦♥✴ér♦s✐♦♥
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥ s♦♥t ❞✉❛❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
δb(f, g)
c = εb(f
c, g) ✭❆✳✸✼✮
εb(f, g)
c = δb(f
c, g) ✭❆✳✸✽✮
❆✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ①✐①
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ✿
δb(f, g)
c =

 ∨
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y))

c
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y) + g(y))c
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
− (f(x+ y) + g(y))
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
(−f(x+ y)− g(y))
=
∧
x∈Df ,y∈Dg
(f(x+ y)c − g(y))
= εb(f
c, g)
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✶ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❆✳✸✳✶✳✷ ❖✉✈❡rt✉r❡✴❢❡r♠❡t✉r❡
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ét❛♥t ❢❛✐t❡✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❡st ✿
γg(f, g)
c = [δg(εg(f, g), g
r)]c
= εg(εg(f, g)
c, gr)
= εg(δg(f
c, g), gr)
= ϕg(f
c, g)
❆✳✸✳✷ ■❞❡♠♣♦t❡♥❝❡
▲❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❛✉① r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✾✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
①① ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❋♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❛♥t✐✲❡①t❡♥s✐✈❡ ✿
γg(γg(f, g), g) ≤ γg(f, g) ✭❆✳✸✾✮
▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ f ♣❛r g s✬é❝r✐t ✿
γg(γg(f, g), g) = δg(εg(δg(εg(f, g), g
r), g), gr) ✭❆✳✹✵✮
▲❛ ♣❛rt✐❡ r♦✉❣❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❆✳✹✵ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❢ ♣❛r g ✿
εg(δg(εg(f, g), g
r), g) = ϕ(εg(f, g))
❖r✱ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ét❛♥t ❡①t❡♥s✐✈❡ ✿
ϕ(εg(f, g)) ≥ εg(f, g)
❆✐♥s✐
γg(γg(f, g), g) ≥ δg(εg(f, g), gr)
γg(γg(f, g), g) ≥ γg(f, g) ✭❆✳✹✶✮
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❆✳✸✾ ❡t ❆✳✹✶✱ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣r♦✉✈é❡ ✿
γg(γg(f, g), g) ≥ γg(f, g)
γg(γg(f, g), g) ≤ γg(f, g)
}
γg(γg(f, g), g) = γg(f, g)
P❛r ❞✉❛❧✐té ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡✳ ❊♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❧✬♦✉✲
✈❡rt✉r❡ ❡t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✾ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✐❞❡♠♣♦t❡♥❝❡ ❞❡
❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✶✾❜ ❡t ❆✳✶✾❝ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♠❛❧❣ré ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♠❛❣❡✳
❆♥♥❡①❡ ❇
▼étr✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉rs
❇✳✶ ▲❡s ♠étr✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉rs
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ❈■❊ ✶ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡s ❞é❞✐és ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❞✐st❛♥❝❡s ❝♦✉❧❡✉r ❡t ♣❡r♠✐s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♣❛♥❡❧s
❞✬é✈❛❧✉❛t❡✉rs t❡stés✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❢ût ♣r♦❞✉✐t❡ ❡♥ ✶✾✼✻ ❛✈❡❝
❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ CIELAB ❡t ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E✳ P♦✉r ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs (L∗1, a
∗
1, b
∗
1) ❡t
(L∗2, a
∗
2, b
∗
2) ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ∆E ❡st ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✿
∆E =
√
(L∗1 − L∗2)2 + (a∗1 − a∗2)2 + (b∗1 − b∗2)2 ✭❇✳✶✮
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❛✐t été ❝réé à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐❧ ❡st ❧♦✐♥ ❞❡ ❧✬êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❬✷✷❪✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s
❧✉✐ s✉❝❝é❞èr❡♥t ❛✜♥ ❞✬❛✣♥❡r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E94 ❬✷✼❪ ✿
∆E94 =
√(
∆L
KLSL
)2
+
(
∆C
KCSC
)2
+
(
∆H
KHSH
)2
✭❇✳✷✮
♦ù ∆L✱ ∆C ❡t ∆H s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❞❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐té ❡t ❞❡
t❡✐♥t❡✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s KL✱ KC ❡t KH ♣♦♥❞èr❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t KL = KC = KH = 1✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s SL✱ SC ❡t SH ❛❥✉st❡♥t ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤r♦♠❛ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❛
✈❛❧❡✉r SL ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ✶✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
∆E94✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❬❇✳✸❪✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡✱ ♦ù ❧❡s ♣♦✐❞s SC ❡t
SH s♦♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Cref ✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❬❇✳✹❪✮ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐té✱ ♠❛✐s ❡st ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳
SC = 1 +K1Cref SH = 1 +K2Cref ✭❇✳✸✮
SC = 1 +K1(Cref ∗ Csample)
1
2 SH = 1 +K2(Cref ∗ Csample)
1
2 ✭❇✳✹✮
avec Cref =
√
a2ref + b
2
ref Csample =
√
a2sample + b
2
sample
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E2000 ❬✷✽❪ ✿
∆E2000 =
√(
∆L′
KLSL
)2
+
(
∆C ′
KCSC
)2
+
(
∆H ′
KHSH
)2
+RT
(
∆C ′
KCSC
)(
∆H ′
KHSH
)
✭❇✳✺✮
✶✳ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬➱❝❧❛✐r❛❣❡
①①✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ▼étr✐q✉❡s ❝♦✉❧❡✉rs
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s KL✱ KC ❡t KH s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ∆E94✳
▲❡s t❡r♠❡s ❛❥♦✉tés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
• SL ✿ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛rté✱ ❝♦rr✐❣❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡∆E ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
q✉❡ ❧❛ s❡♥s❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝❧❛✐r❡s ♦✉ s♦♠❜r❡s ❀
• SC ✿ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐té✱ ❛tté♥✉❡ ❧✬❛❧❧♦♥❣❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡
❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐té ❀
• SH ✿ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ t❡✐♥t❡✱ ❝♦rr✐❣❡ ❧❡ ❣r♦ss✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ❡❧❧✐♣s❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❤r♦✲
♠❛t✐❝✐té ❡t ❧❛ t❡✐♥t❡ ❀
• RT ✿ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜❧❡✉✳
❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ♠étr✐q✉❡s ✈✐r❡♥t ❧❡ ❥♦✉r ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s✳ ▲❛
♠étr✐q✉❡ ❈▼❈✭❧ ✿❝✮ ❬✸✵❪ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥❞✉str✐❡ t❡①t✐❧❡ ❡t q✉✐ ❡st ❝♦♠♠❡
∆E94 ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❉■◆✾✾ ❬✹✺❪ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❈■❊▲❆❇ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
❆♥♥❡①❡ ❈
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❙♦♠♠❛✐r❡
❈✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✐✐✐
❈✳✶✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❈■❊▲❆❇ ✈❡rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✐✐✐
❈✳✶✳✶✳✶ ❉ét❛✐❧s ❞✉ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✐✈
❈✳✶✳✶✳✷ ❉ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈
❈✳✶✳✷ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ✈❡rs ❈■❊▲❆❇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈✐
❈✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉❛❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①✈✐✐
❈✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✐✈
❈✳✸✳✶ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✐✈
❈✳✸✳✷ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ❛❧✐❣♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✈
❈✳✸✳✸ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ♥♦♥ ❛❧✐❣♥é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✈✐
❈✳✸✳✹ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t ✉♥ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✈✐✐
❈✳✸✳✺ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡t ✉♥ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✈✐✐
❈✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡
❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ s❡r✈❛♥t à ❛❞❛♣t❡r
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é✳
❈✳✶✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❈■❊▲❆❇ ✈❡rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡
P♦✉r rés✉♠❡r ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣èr❡ ✈❡rs ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♦r✐❣✐♥❡ s✉❝❝è❞❡ à ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①❡
−→
L ✈❡rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛①❡
−−−−−→
(C1, C2)✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ✜❣✉r❡
✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✳
P♦✉r q✉❡ ❧✬❛①❡
−→
L ❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❛①❡
−−−−−→
(C1, C2) ✐❧ ❢❛✉t ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✳ t♦✉r♥❡r ❧❡ r❡♣èr❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡
−→
L ✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs −→a ❡t−→
b ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
✷✳ t♦✉r♥❡r ❧❡ r❡♣èr❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ −→a ✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs −→L ❡t−→
b ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
✸✳ t♦✉r♥❡r ❧❡ r❡♣èr❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡
−→
b ✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
−→
L ❡t
−→a ♣✉✐s ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
①①✐✈ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ✕ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡
❈✳✶✳✶✳✶ ❉ét❛✐❧s ❞✉ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
✶✳ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡
−→
L ✿
▲❡ ❜✉t ét❛♥t ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
−→
L s❡❧♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
−−−−−→
(C1, C2)✱ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ♥✬❛ ♣❛s
❞✬❡✛❡t s✉r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
−→
L s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞é✜♥✐
♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs −→a ❡t −→b ❡st é❣❛❧ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ♥✉❧ −→0 ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
✈❡❝t❡✉r ❡t
−→
0 ❡st ♥✉❧✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡✳
✷✳ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ −→a ✿
❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
−→
L ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
−−−−−→
(C1, C2) ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞é✜♥✐
♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
−→
L ❡t
−→
b ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
−−−−−→
(C1, C2) s✉r ❝❡ ♣❧❛♥ ❡t
❞❡ ❧❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡
✭✜❣✉r❡ ❈✳✷❛✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
cos(β) = xC1
sin(β) = zC1
θ = tan−1(
cos(β)
sin(β)
)
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ −→a s❡ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ✿

x′
y′
z′

 = A ∗


x
y
z

 =


cos(β) 0 sin(β)
0 1 0
−sin(β) 0 cos(β)

 ∗


x
y
z


❈✳✶✳ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ①①✈
✭❛✮ P❧❛♥ ✭▲✱❜✮ ✭❜✮ P❧❛♥ ✭▲✱❛✮
❋✐❣✉r❡ ❈✳✷ ✕ ❈❡r❝❧❡ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭▲✱❜✮ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭▲✱❛✮✳
✸✳ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡
−→
b ✿
▲✬❛♥❣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
−→
L ❡t
−−−−−→
(C1, C2) ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
−→
L ❡t −→a
✭✜❣✉r❡ ❈✳✷❜✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛♣rès ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
cos(θ) = xC1
sin(θ) = yC1
θ = tan−1(
cos(θ)
sin(θ)
)
▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡
−→
b s❡ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ✿

x′
y′
z′

 = B ∗


x
y
z

 =


cos(θ) sin(θ) 0
−sin(θ) cos(θ) 0
0 0 1

 ∗


x
y
z


❈✳✶✳✶✳✷ ❉ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❊♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ♣r♦❝é❞❡r à ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐❧ s✉✣t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ s♦✉str❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❡ O′ à t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t
P ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x, y, z) ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x′, y′, z′) ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
x′ = x− xO′
y′ = y − yO′
z′ = z − zO′
①①✈✐ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
O′ ét❛♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛♣rès r♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts C1 ❡t C2 ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
❡♥tr❛î♥é ♣❛r ❧❛ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥♥❡ ✿
O′ =
(
LC′1 + LC′2
2
,
aC′1 + aC′2
2
,
bC′1 + bC′2
2
)
❈✳✶✳✷ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ✈❡rs ❈■❊▲❆❇
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥♦❡✉✈r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳
■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❡ ✈❡rs ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭r❡♣èr❡ ❈■❊▲❆❇✮ s✉✐✈✐
❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣èr❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t P ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x, y, z) ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x′, y′, z′) ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
x′ = x+ xO′
y′ = y + yO′
z′ = z + zO′
❛✈❡❝ O′ ❧❡s ♠ê♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞✐r❡❝t✳
▲❛ r♦t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ✿

x′
y′
z′

 = B ∗


x
y
z

 =


cos(−θ) sin(−θ) 0
−sin(−θ) cos(−θ) 0
0 0 1

 ∗


x
y
z


P✉✐s 

x′
y′
z′

 = A ∗


x
y
z

 =


cos(−β) 0 sin(−β)
0 1 0
−sin(−β) 0 cos(−β)

 ∗


x
y
z


❛✈❡❝ β ❡t θ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞✐r❡❝t
❈✳✷✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉❛❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡ ①①✈✐✐
❈✳✷ Pr❡✉✈❡ ❞✉❛❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♣❧❛ts s❡ ❧✐♠✐t❡♥t à ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬ér♦✲
s✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✲
✈❡r ❝❡s ❡①tr❡♠❛✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✶ à ❈✳✺✮✱ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉❛❧ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ét❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬ér♦s✐♦♥✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
∨
x∈(Df∩Dg)
{f(x)} =
{
Cy, C
β
y =
∨
∀Cx∈SD4
{
Cβx
}}
✭❈✳✶✮
❛✈❡❝ SD4 =
{
Cy|Cαy =
∨
∀Cx∈SD3
{
Cαx
}}
; ✭❈✳✷✮
SD3 =
{
Cy|
−−−−−−−→||CyO−∞|| =
∨
∀Cx∈SD2
{−−−−−−−→||CxO−∞||}
}
; ✭❈✳✸✮
SD2 =
{
Cy|
−−−−−→||CyCi|| =
∨
∀Cx∈SD1
{−−−−−→||CxCi||}
}
; ✭❈✳✹✮
❡t SD1 =
{
Cy|
−−−−−−−→||CyO+∞|| =
∧
∀x∈(Df∩Dg)
{−−−−−−−→||CxO+∞||}
}
✭❈✳✺✮
P♦✉r ré❛❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❈❈▼▼✳
❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❧✬❛①❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ L s❡❧♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
−−−−−−−→
O−∞O+∞ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦r✐❣✐♥❡ s♦✐t
♣❧❛❝é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ [O−∞O+∞]✳
▲❡s ❛①❡s L✱ a ❡t b ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛①❡s Λ✱ α ❡t β✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r
❧❡s ❛①❡s ❡st q✉❡ Λ✱ α ❡t β s♦✐❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✳
①①✈✐✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ❈✳✸ ✕ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳
❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❜❛sé❡s ❞✐st❛♥❝❡ ✭éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✺ à ❈✳✸✮
♣♦✉❡t
✶✳ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✺✮ ✿
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ O+∞ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ O+∞ ❡t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s
♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ✭{x|x ∈
(Df ∩Dg)}✮✳ ❙✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r Cy ❡st r❡t❡♥✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ O+∞ ✿
∆E(O+∞, Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✻✮
❖r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
∆E(O+∞, Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)}
⇔ ∆E(O−∞,−Cy) = ∧{∆E(O−∞,−Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✼✮
❆♣rès ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣èr❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t O+∞ ❡st ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ♣♦✐♥t O−∞ s✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧
❛①❡ Λ✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡✉r ♦♣♣♦sé✳
❊♥ ❡✛❡t ✿
∆E(Cu, Ct) =
√[
(ΛCu − ΛCt)2 + (αCu − αCt)2 + (βCu − βCt)2
]
✭❈✳✽✮
∆E(−Cu,−Ct) =
√[
(−ΛCu + ΛCt)2 + (−αCu + αCt)2 + (−βCu + βCt)2
]
=
√[
(−(ΛCu − ΛCt))2 + (−(αCu − αCt))2 + (−(βCu − βCt))2
]
=
√[
(ΛCu − ΛCt)2 + (αCu − αCt)2 + (βCu − βCt)2
]
= ∆E(Cu, Ct)
✭❈✳✾✮
❈✳✷✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉❛❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡ ①①✐①
▲❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ é❝r✐t❡s ✿
∆E(O+∞, Cy) = ∆E(−O+∞,−Cy) = ∆E(O−∞,−Cy) ✭❈✳✶✵✮
∆E(O+∞, Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✶✶✮
(C.10) ❡t (C.11)⇒ ∆E(O−∞,−Cy) = ∧{∆E(O+∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)}✭❈✳✶✷✮
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ét❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡
O−∞✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r tr♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❜✐❡♥ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♦♣♣♦sé❡s✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ❈✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
❋✐❣✉r❡ ❈✳✹ ✕ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
✷✳ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✹✮ ✿
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ Ci ✭❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s✐t✉é à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝✲
t✉r❛♥t✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t
à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ Ci ❡t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ s✉♣✲
♣♦rt ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ✭{x|x ∈ (Df ∩ Dg)}✮✳ ❙✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡
❝♦✉❧❡✉r Cy ❡st r❡t❡♥✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Ci ✿
∆E(Ci, Cy) = ∨{∆E(Ci, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✶✸✮
①①① ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❖r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✽ ❡t ❈✳✾ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
∆E(Ci, Cy) = ∨{∆E(Ci, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)}
⇔ ∆E(Cci ,−Cy) = ∨{∆E(Cci ,−Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✶✹✮
▲❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ é❝r✐t❡s ✿
∆E(Ci, Cy) = ∆E(−Ci,−Cy) = ∆E(Cci ,−Cy) ✭❈✳✶✺✮
∆E(Ci, Cy) = ∨{∆E(Ci, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✶✻✮
(C.10) ❡t (C.11)⇒ ∆E(Cci ,−Cy) = ∨{∆E(Ci, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✶✼✮
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ét❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡
Ci✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r tr♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♦♣♣♦sé❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡
❈✳✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
❋✐❣✉r❡ ❈✳✺ ✕ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ s✐t✉é à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t✳
✸✳ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✸✮ ✿
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛
❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ O−∞ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st
✉♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ O−∞ ❡t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡
t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✉t✐❧✐sé s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s
✭{x|x ∈ (Df ∩ Dg)}✮✳ ❙✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r Cy ❡st r❡t❡♥✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛
♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ O−∞ ✿
∆E(O−∞, Cy) = ∨{∆E(O−∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✶✽✮
❈✳✷✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉❛❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡ ①①①✐
❖r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✽ ❡t ❈✳✾ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
∆E(O−∞, Cy) = ∨{∆E(O−∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)}
⇔ ∆E(O+∞,−Cy) = ∨{∆E(O+∞,−Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✶✾✮
▲❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ é❝r✐t❡s ✿
∆E(O−∞, Cy) = ∆E(−O−∞,−Cy) = ∆E(O+∞,−Cy) ✭❈✳✷✵✮
∆E(O−∞, Cy) = ∨{∆E(O−∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)} ✭❈✳✷✶✮
(C.10) ❡t (C.11)⇒ ∆E(O+∞,−Cy) = ∨{∆E(O−∞, Cx)|x ∈ (Df ∩ Dg)}✭❈✳✷✷✮
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ét❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡
O+∞✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r tr♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❜✐❡♥ ❧❛ ❝♦✉✲
❧❡✉r ♦♣♣♦sé❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♦♣♣♦sé❡s✳ ▲❛
✜❣✉r❡ ❈✳✻ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
❋✐❣✉r❡ ❈✳✻ ✕ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉❛❧✳
❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❛①❡s ✭éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✷ à
❈✳✶✮
♣♦✉❡t
✶✳ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✷✮ ✿
▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r Cy r❡t❡♥✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ α s❡r❛ ♠❛①✐♠✉♠✳
Cαy = ∧{Cαx |Cx ∈ SD3} ✭❈✳✷✸✮
①①①✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ α ét❛♥t ♦r❣❛♥✐sé❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ✿
Cαy = ∧{Cαx |Cx ∈ SD3} ✭❈✳✷✹✮
⇔ −Cαy = ∨{−Cαx |Cx ∈ SD3} ✭❈✳✷✺✮
❖r s✐ u ❛ ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s Cu = (Λu;αu;βu)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ♦♣♣♦sé❡s s♦♥t −Cu = (−Λu;−αu;−βu)✳ ❆✐♥s✐ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❈✳✷✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cy ❡st r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
r❡t✐❡♥t ❧❡ ♣✐①❡❧ ❛②❛♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ α ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✱ s♦♥ ♦♣♣♦sé s❡r❛
r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡s ♦♣♣♦sés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✼ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳
❋✐❣✉r❡ ❈✳✼ ✕ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ α✳
✷✳ ❉✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✶✮ ✿
▲❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r Cy r❡t❡♥✉❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✱ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β s❡r❛ ♠❛①✐♠✉♠✳
Cβy = ∧{Cβx |Cx ∈ SD3} ✭❈✳✷✻✮
❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ α✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ β ét❛♥t ♦r❣❛♥✐sé❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧✱
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿
Cβy = ∧{Cβx |Cx ∈ SD3} ✭❈✳✷✼✮
⇔ −Cβy = ∨{−Cβx |Cx ∈ SD3} ✭❈✳✷✽✮
❖r s✐ u ❛ ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s Cu = (Λu;αu;βu)✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ♦♣♣♦sé❡s s♦♥t −Cu = (−Λu;−αu;−βu)✳ ❆✐♥s✐ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ❈✳✷✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r Cy ❡st r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬ér♦s✐♦♥
❈✳✷✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉❛❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡ ①①①✐✐✐
r❡t✐❡♥t ❧❡ ♣✐①❡❧ ❛②❛♥t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ β ❡st ♠✐♥✐♠✉♠✱ s♦♥ ♦♣♣♦sé s❡r❛
r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡s ♦♣♣♦sés✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✽ ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳
❋✐❣✉r❡ ❈✳✽ ✕ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ β✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡
♣♦✉❡t
❆✐♥s✐ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬ér♦s✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✷✳✸✸
❡t ✷✳✸✹ ❛ été ♣r♦✉✈é❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡♥ ❆◆◆❊❳❊ ❈✳✷✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞✐❧❛✲
t❛t✐♦♥ ❡t ❞✬ér♦s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❈▼▼ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞✉❛✉①✳
①①①✐✈ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❈✳✸ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❈✳✸✳✶ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s
❋✐❣✉r❡ ❈✳✾ ✕ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s✱ ✈✉❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❛♥s R3 ❡st x2+ y2+ z2 = r2✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❞❡✉① s♣❤èr❡s ❝❡♥tré❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ (0, 0, 0) ❡t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡♥ (d, 0, 0) ♣♦✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦♥t
❛❧♦rs ✿
(x− 0)2 + (y − 0)2 + (z − 0)2 = r2a ✭❈✳✷✾✮
(x− d)2 + (y − 0)2 + (z − 0)2 = r2b ✭❈✳✸✵✮
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❡st ✿
x = [d2 − r2b + r2a]/2d ✭❈✳✸✶✮
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t x ✭❈✳✸✶✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✷✾✮✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
y2 + z2 = [4d2r2a − (d2 − r2b + r2a)2]/4d2 ✭❈✳✸✷✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✸✷ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ ❤ ❛✈❡❝ ✿
h2 = [4d2r2a − (d2 − r2b + r2a)2]/4d2 ✭❈✳✸✸✮
❆✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✸✸ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à été ❢❛✐t❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① s♣❤èr❡s ♣❡✉t êtr❡ ✉♥
❝❡r❝❧❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r d = r1 + r2 ❡t ❞❡
r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❤✳ ❆✐♥s✐ ✿
h2 = [4d2r2a − (d2 − r2b + r2a)2]/4d2
= [4(ra + rb)
2r2a − ((ra + rb)2 − r2b + r2a)2]/4(ra + rb)2
= [4r2a(r
2
a + r
2
b + 2rarb)− (r2a + r2b + 2rarb − r2b + r2a)2]/4(ra + rb)2
= [4r4a + 4r
2
ar
2
b + 8r
3
arb − (4r4a + 8r3arb + 4r2ar2b )]/4(ra + rb)2
= 0
h ❡①✐st❡ ❡t ❡st é❣❛❧ à ✵✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t s✐ d = ra+ rb✳ ❊t s✐ d > ra+ rb✱
❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♣❤èr❡s s♦♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❞❡✉① s♣❤èr❡s ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① s♣❤èr❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s ❢♦r♠❡r♦♥t ✉♥❡
s❡✉❧❡ ❡t ✉♥✐q✉❡ s♣❤èr❡✳
❈✳✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ①①①✈
❈✳✸✳✷ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ❛❧✐❣♥é❡s
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✵ ✕ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ❛❧✐❣♥é❡s✱ ✈✉❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s tr♦✐s s♣❤èr❡s ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ (0, 0, 0) ♣♦✉r ❧✬✉♥❡✱ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s✲
❝✐ss❡s ❡♥ (d, 0, 0) ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ❡t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❡♥ (k, 0, 0) ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦♥t ❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
x2 + y2 + z2 = r2a ✭❈✳✸✹✮
(x− d)2 + y2 + z2 = r2b ✭❈✳✸✺✮
(x− k)2 + y2 + z2 = r2c ✭❈✳✸✻✮
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✸✺ ❡t ❈✳✸✻ ❞♦♥♥❡♥t ❡♥ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✿
−(x− d)2 + r2b = r2c − (x− k)2
−x2 + 2xd− d2 + r2b = r2c − x2 + 2xk − k2
x(2d− 2k) = d2 − r2b + r2c − k2
x =
d2 − r2b + r2c − k2
2d− 2k
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✸✹ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
y2 + z2 = r2a − x2 ✭❈✳✸✼✮
y2 + z2 = r2a −
(
d2 − r2b + r2c − k2
2d− 2k
)2
✭❈✳✸✽✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ✿
y2 + z2 = m2, avec m2 = r2a −
(
d2 − r2b + r2c − k2
2d− 2k
)2
①①①✈✐ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
❈✳✸✳✸ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡s ♥♦♥ ❛❧✐❣♥é❡s
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✶ ✕ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s s♣❤èr❡ ♥♦♥ ❛❧✐❣♥é❡s✱ ✈✉❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s tr♦✐s s♣❤èr❡s ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ (0, 0, 0) ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s
❛❜s❝✐ss❡s ❡♥ (d, 0, 0) ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s (0, k, 0) ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
x2 + y2 + z2 = r2a ✭❈✳✸✾✮
(x− d)2 + y2 + z2 = r2b ✭❈✳✹✵✮
x2 + (y − k)2 + z2 = r2c ✭❈✳✹✶✮
❊♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✸✾ ❡t ❈✳✹✵✱ ① ❞❡✈✐❡♥t ✿
x2 − (x− d)2 = r2a − r2b
x2 − x2 + 2xd− d2 = r2a − r2b
x =
r2a − r2b + d2
2d
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❈✳✸✾ ❡t ❈✳✹✶✱ ② ❞❡✈✐❡♥t ✿
y2 − (y − k)2 = r2a − r2c
y2 − y2 + 2yk − k2 = r2a − r2c
y =
r2a − r2c + k2
2k
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ① ❡t ② ❞❛♥s ❈✳✸✾✱ ③ ❞❡✈✐❡♥t ✿
z2 = r2a − x2 − y2
z2 = r2a −
(
r2a − r2b + d2
2d
)2
−
(
r2a − r2c + k2
2k
)2
z2 = var avec var = r2a −
(
r2a − r2b + d2
2d
)2
−
(
r2a − r2c + k2
2k
)2
z2 = −√var ou √var
❈✳✸✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ①①①✈✐✐
❊t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ x ❡t y ♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✉♥✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s
s♣❤èr❡s ♥♦♥ ❛❧✐❣♥é❡s ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✷ ♣♦✐♥ts ♦✉ ✶ ♣♦✐♥t ♦✉ ♣❛s ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✮✳
❈✳✸✳✹ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t ✉♥ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✷ ✕ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ✈✉❡ ✸❉
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
y2 + z2 = r2 ✭❈✳✹✷✮
❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ❡st y = k✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛❝❛♥t ② ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❈✳✹✷ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿
z2 = r2 − k2z =
√
r2 − k2 ou −
√
r2 − k2
❈❡ rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳
❈✳✸✳✺ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡t ✉♥ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✸ ✕ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❡t ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ✈✉❡ ✸❉
①①①✈✐✐✐ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s
Pr❡♥♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ y = k ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ✿
P1 = (0, k, h)
P2 = (0, k, g)
▲❡ ♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ z = m ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❡t ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
♣♦✐♥ts P1 ❡t P2 ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ z✳
❆♥♥❡①❡ ❉
❚❡①t✉r❡s
❙♦♠♠❛✐r❡
❉✳✶ ❋r❛❝t❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✐①
❉✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ①①①✐①
❉✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡s ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❆❋❉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧①✐✐
❉✳✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧①①✐
❉✳✶ ❋r❛❝t❛❧s
❉✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s ❢r❛❝t❛❧❡s
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ✭✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
r❡❝t❛♥❣❧❡s✮
• ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ U0 = L0 = f et g = [−∞ 0 −∞; 0 1 0;−∞ 0 −∞]
• ■tér❛t✐♦♥s ✿
✶✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡ U ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ L ✿
U(i) = U(i− 1)⊕n g
L(i) = L(i− 1)⊖n g
✷✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ t♦t❛❧✱ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r ✿
Vtot(i) =
∑
i
∑
j
(U(i)(i, j)− L(i)(i, j))
Vsup(i) =
∑
i
∑
j
(U(i)(i, j)− f(i, j))
Vinf (i) =
∑
i
∑
j
(f(i, j)− L(i)(i, j))
✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ t♦t❛❧❡✱ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿
Atot(i) =
Vtot(i)− Vtot(i− 1)
2
Asup(i) =
Vsup(i)− Vsup(i− 1)
2
Ainf (i) =
Vinf (i)− Vinf (i− 1)
2
①❧ ❆♥♥❡①❡ ❉✳ ❚❡①t✉r❡s
✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ t♦t❛❧❡✱ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿
V arAtot(i) = Atot(i)−Atot(i+ 1)
V arAsup(i) = Asup(i)−Asup(i+ 1)
V arAinf (i) = Ainf (i)−Ainf (i+ 1)
✺✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✿
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xlii Annexe D.    Textures 
 
D.1.2   Preuves signatures image de carrés 
 
D.1.2.1    Paramètres et fonction utilisée 
 
Les paramètres utilisés pour construire les images de carrés sont les suivants :  ˗ d : longueur des côtés des motifs ˗ h : hauteur des motifs clairs ˗ n : nombre de motifs par ligne (noir et blanc) ˗ e : écart entre les carrés. 
La figure A.17 est un exemple d'image en utilisant la paramétrisation suivante : n = 3, d = 10, 
e = 16 et h = 20. 
 
L'algorithme de covering blanket utilise l'élément structurant diamant de taille 3x3 pixels : 
               
 
La fonction     est la fonction Heaviside tel que : 
                         
 
 
 
FIGURE D.1 ˗ Image de carrés avec 3 motifs, de taille 10 pixels et un niveaux de gris de 20, par 
ligne séparés de 16 pixels. 
 
D.1.2.2    Image dilatée et érodée 
 
1. Calcul du volume généré par la surface dilatée 
 
a) Dilatation du motif 
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b) Dilatation du fond 
                                                                                                                                     
 
La fonction Heaviside H(x) permet de prendre en compte la superposition des éléments 
dilatés après 
   dilatations et la supression du fond après e dilatations. 
  
c) Pente intermédiaire 
 
L'évolution de la pente est assez complexe, la pente intermédiaire forme une sorte de 
losange (Figure A.18) qui se propage du à la forme diamant de l'élément structurant. Le 
calcul se déroule en plusieurs étapes. En premier lieu la pente s'étend jusqu'à atteindre la 
limite 
  , mais le calcul ne s'arrête pas ici puisqu'il reste alors des trous non comblés, il faut 
donc continuer d'étendre la pente tout en supprimant se qui dépasse. Ensuite une fois que 
les trous sont comblés, on peut supprimer tout ce qui dépasse. Ainsi on obtient l'équation 
suivante : 
                                                                    
                                                                      
 
 
 
FIGURE D.2 ˗ Dilatation de la pente intermédiaire avec un ES diamant. 
d) Formule du volume dilaté 
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La formule totale de la dilatation est alors : 
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e) Evolution du volume dilaté 
 
La figure A.19 est un exemple de volume généré par la surface dilatée en fonction du nombre d’itérations, en utilisant l’image de carrés initiale (avec n = 3, d = 10, h = 20, e = 16). 
 
 
 
FIGURE D.3 ˗ Evolution du volume de l’image dilatée au cours des itérations. 
 
 
2. Calcul du volume généré par la surface érodée 
 
a) Erosion du motif 
                
 
b) Erosion du fond 
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c) Pente intermédiaire 
                                                       
 
d) Formule du volume erodé 
                                                                 
          
                                            
 
 
                                                                                                                                                           
 
e) Evolution du volume érodé 
 La figure A.ʹͲ est un exemple de l’évolution du volume généré par la surface érodée en 
fonction du nombre d’itérations, en utilisant l’image de carrés initiale (avec n = 3, d = 10, h = 
20, e = 16). 
 
 
 
FIGURE D.4 ˗ Evolution du volume de l’image érodée au cours des itérations.  
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3.  Volume total 
 
a) Calcul du volume total 
 
Le volume total est égal au volume compris entre la surface dilatée et la surface érodée, il se 
calcul donc de la manière suivante : 
                  
 
Avec :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  
 
Et :                                                                                                                                                            
 
Alors :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
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b) Evolution du volume total 
 La figure A.ʹͳ est un exemple de l’évolution du volume compris entre la surface érodée et la 
surface dilatée en fonction du nombre d’itérations, en utilisant l’image de carrés initiale 
(avec n = 3, d = 10, h = 20, e = 16). 
 
 
4. Variation du volume 
 
a) Calcul de la variation du volume 
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FIGURE D.5 ˗ Evolution du volume compris entre la surface érodée et la surface dilatée au 
cours des itérations.  
 
Donc :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   
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De plus :                           
 
Donc :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
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b) Evolution de la variation du volume 
 La figure A.ʹʹ est un exemple de l’évolution de la variation du volume compris entre la 
surface érodée et la surface dilatée en fonction du nombre d’itérations, en utilisant l’image 
de carrés initiale (avec n = 3, d = 10, h = 20, e = 16). 
 
 
5. Variation de surface 
 
a) Calcul de la variation de surface 
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FIGURE D.6 ˗ Evolution de la variation du volume compris entre la surface érodée et la 
surface dilatée au cours des itérations. 
 
Donc :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
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Alors : 
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b) Evolution de la variation de surface 
 La figure A.ʹ͵ est un exemple de l’évolution de la variation de surface compris entre la 
surface érodée et la surface dilatée en fonction du nombre d’itérations, en utilisant l’image 
de carrés initiale (avec n = 3, d = 10, h = 20, e = 16). 
 
 
6. Signature 
 
a) Calcul de la signature 
                           
 
D.1. Fractals lvii 
 
 
 
FIGURE D.7 ˗ Evolution de la variation de surface compris entre la surface érodée et la surface 
dilatée au cours des itérations. 
 
Donc :                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 
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b) Evolution de la signature 
 La figure A.ʹ͵ est un exemple de l’évolution de la signature en fonction du nombre d’itérations, en utilisant l’image de carrés initiale (avec n = 3, d = 10, h = 20, e = 16). 
 
 
 
FIGURE D.8 ˗ Evolution de la variation de la signature au cours des itérations. 
 
c) Réduction de l’écriture 
                                                                                                                                                                                                                                      
 
D.1. Fractals lxi 
 
d) Signatures supérieure et inférieure 
 D’après l’écriture finale, il est possible de déduire l’écriture de la signature supérieure         
et inférieure        . En effet, pour la signature inférieure la position des pics dépend de la taille des objets. Alors que pour la signatures supérieure elle dépend de l’écart entre objets.  
                                                                                           
                                                                                                                                                                
 
e) Evolution des signatures inférieure et supérieure 
 
 
 
 
(a) 
 
 
(b) 
 
FIGURE D.9 ˗ Evolution de la variation des signatures inférieure (a) et supérieure (b) au cours 
des itérations. 
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❘és✉♠é
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ❞✉ ♠✉❧t✐✴
❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♥✬❡st ♣❛s é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s s❡ s♦♥t ❢♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s❛♥s ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❡✉r✴s♣❡❝tr❛❧❡✳
▲❡s ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❣é♥é✲
r✐q✉❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ♦✉ ❞✉ ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ r❡♥❞ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✈❛❧✐❞❡s
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✳
❋❛❝❡ ❛✉① ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♦♥t été ❞é✲
✈❡❧♦♣♣és ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é❝r✐t✉r❡s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡s
❝r✐tèr❡s s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
♠étr♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✳
●râ❝❡ à ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r❝❡♣t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ✐♥✲
té❣r❛♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ♥♦♥✲♣❧❛ts✱ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♦♥t été ❞é✜♥✐s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❞✬♦❜❥❡ts s♣❛t✐♦✲❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡
♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❛❜❛r✐t s♣❛t✐❛❧ ❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞✱ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♣❡❝tr❡s
❞❡ t❡①t✉r❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s ❛✉ s♣❡❝tr❛❧ ❛ été ré❛❧✐sé ❡t ♦✉✈r❡ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡s q✉❡st✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳
▼♦ts ❝❧és ✿▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝♦✉❧❡✉r✱ s♣❡❝tr❛❧✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t
♥♦♥✲♣❧❛t✱ ♠étr♦❧♦❣✐❡✱ ❝r✐tèr❡s✱ t❡①t✉r❡
❆❜str❛❝t
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❝♦❧♦✉r ♦r ♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ▼♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ s❡♥s❡ ♦❢
❝♦❧♦✉r✴s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦♦❧s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s✐♥❣ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❝♦❧♦✉r ♦r
♠✉❧t✐✴❤②♣❡rs♣❡❝tr❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s❡✳
■♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ♦♥ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❲✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧♦✉r ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛✲
t✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✢❛t str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦♣❡r❛t♦rs
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧✲❝♦❧♦r✐♠❡tr✐❝ ♦❜❥❡❝t ❞❡t❡❝t♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
✈❡❝t♦r✐❛❧ ❛♥❞ s♣❛❝✐❛❧ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦r✐❛❧ t❡①t✉r❡ s♣❡❝tr❛✳
❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t♦♦❧s ✐s ♠❛❞❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥s ♥❡✇ s❝✐❡♥t✐✜❝ q✉❡st✐♦♥s✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❝♦❧♦✉r✱ s♣❡❝tr❛❧✱ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♥♦♥✲✢❛t str✉❝t✉r✐♥❣
❡❧❡♠❡♥t✱ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❡①t✉r❡
